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Vorwort, 



Dem ersten Teile meioer „GeometriBchen Transforma- 
tionen", der im Jahre 1902 erschien und die projektiven 
Transformationen, also die KoLüneation und die Korrelation 
nebst ihren Anwendungen enthält, lasse ich in langem 
Zwischenräume hiermit den zweiten Band folgen, in dem ieh 
die quadratischen und höheren birationalen Punkttransfor- 
mationen behandle. Der Haupttitel soll auch hier wiederum 
andeuten, daß ich die betrachteten Verwandtschaften als 
ein Mittel geometrischer Untersuchung auffasse und des- 
wegen alle diejenigen von vornherein ausschließe, welche, 
wie z. B. die Borührungstransformationen, trotz mannigfacher 
geometrischer Anwendungen im letzten Grunde der Lösung 
analytischer Probleme dienen. Aber auch bei Wahrung 
dieses Standpunktes wird jeder, der das vorliegende Buch 
sogar nur durchblättert, darin etwas anderes vermissen: der 
eine vielleicht die höheren Korrespondenzen und Involutionen 
auf Kurven und die daran sich schließenden Sätze über 
Punktgruppen, sowie die mehrdeutige Abbildung von Ebenen 
und Räumen überhaupt, der andere etwa eine eingehendere 
Behandlung der Abbildung der Flächen aufeinander oder 
auf die Ebene. Demgegenüber darf ich hervorheben, daß 
ein gewisser Umfang des Buches nicht überschritten werden 
konnte, und so mußten z. B. die höheren Korrespondenzen 
auf Kurven, die schon für den ersten Teü vorgesehen waren, 
nun ganz wegfallen. Die Begrenzung des StofFes wird 
also mehr oder minder dem subjektiven Ermessen anheim- 
zustellen sein. Die Forderung aber halte ich für unabweis- 
bar, daß die in Betracht gezogenen Materien einigermaßen 
erschöpfend behandelt sind, daß die Darstellung sich ein- 
heitlieh und organisch aufbaue und daß bei den nur kurz 
berührten Untersuchungen wenigstens die leitenden Gedanken 
klar herausgearbeitet erscheinen. Der Abschnitt über die 
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IV Vorwort. 

Transformation ducch reziproke Radien im Eaume mag als 
Beispiel hier angeführt ■werden. 

Der Anschluß an die projektive Beziehung der Grand- 
gebilde erster Stufe wird gewonnen, indem die quadratische 
Transformation zweier Felder sich durch je zwei projektive 
Strahlenbüschel herstellen läßt. Daran schließen sich eine 
geometrische Erörterung von Kurven Singularitäten und all- 
gemeinere Erzeugungen der genannten Verwandtschaft, so- 
wie die Betrachtung ineinanderliegender und speziell in- 
volutorlscher Systeme, Unter Benutzung der Kreispunkte 
ergibt sich aus der allgemeinen quadratischen Transformation 
die Inversion oder Transformation durch reziproke Radien. 
Als ein Beispiel für ihre Anwendung dienen die anallag- 
matisehen Kurven. Auch die Apparate zur mechanischen 
Herstellung einer Inversion werden kurz besehrieben. Diese 
Abbüdungsmethode bildet dann einen naturgemäßen Über- 
gang zu den Kreisverwaudtschaften und weiter zu den kon- 
formen Abbildungen, wie sie ganz allgemein durch eine 
Funktion eines komplexen Ai^umentes vermittelt werden. 
Die Theorie der allgemeinen Cremonasehen Transformationen 
in der Ebene beschließt diesen ersten Abschnitt, der noch 
einen Anabliek auf neuere Untersuchungen, nämlich die in- 
vol utopischen und periodischen Transformationen und die 
endlichen und kontinuierlichen Gruppen von Transforma- 
tionen enthält. 

Unter den birationalen Punkttransforraationen des 
Raumes, die den Gegenstand des zweiten Abschnittes 
bilden, nimmt die quadratische nach der Kollineation die 
erste Stelle ein, und sie läßt sich durch eine Korrelation in 
Verbindung mit einer kollinearen Beziehung zweier Bündel 
erzeugen. Sie leistet ohne weiteres die Abbildung der Fläche 
zweiter Ordnung auf eine Ebene. Führt man den unendlich 
fernen Kugelkreis ein, so er^bt sich die räumliche Inversion. 
Als Anwendung derselben wird die stereographische Pro- 
jektion untersucht, sowohl in ihrer Beziehung zur Funktionen- 
theotie als auch zur Kartographie. Eine kurze Darstellung 
der Kugelgeometrie läßt die Bedeutung der Inversion für 
diese Art von Betrachtungen zutage treten. Die gegen- 
über einer Inversion invariante Natur der Krummungslinien 
wird namentlich an dem Beispiel der Dupinschen Zykliden 
auegeführt. Die allgemeinen Zykliden ergeben sich als an- 
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Vorwort. V 

allagmatische Flächen und von ihren zahlreichen eleganten 
Eigenschaften werden einige fundamentale erörtert. Schon 
aus historischen Gründen muß hier weiter die Anwendung 
der Inversion in der Methode der elektrischen Bilder eine 
Erwähnung finden. 

Analoge Eigenschaften wie die quadratische Trans- 
formation in der Ebene zeigt im Baume aber nicht nur 
die quadratische Verwandtschaft, sondern auch die in 
beiderlei Sinn kubische Transformation, welche durch drei 
in den Punktkoordinaten lineare Gleichungen definiert wird. 
Die Abbildung der allgemeinen Fläche dritter Ordnung auf 
die Ebene foJgt aus derselben unmittelbar, und die Er- 
örterung der sieben und zwanzig Geraden dieser Fläche, sowie 
ihre Anordnung läßt sich auf Grund der Abbildung erkennen. 
Es folgen dann noch einige, allerdings kurz gehaltene Be- 
merkungen über das allgemeine Problem der birationalen, 
räumlichen Punkttransformation und der Abbildung der 



Auf die genaue Angabe der Literatur, die, um die 
Darstellung nicht zu unterbrechen, am Schlüsse eines jeden 
Paragraphen chronologisch geordnet zusammengestellt ist, 
wurde viel Soi^falt verwendet. Vollständigkeit war schon 
aus Mangel an Baum auageschiossen. Indessen dürften die 
gegebenen Nachweise für eine Bibliographie des behandelten 
Stoffes immerhin einen Grundstock liefern. Die vollständigen 
Titel der abgekürzt zitierten Zeitschriften finden sich am 
Schlüsse des Buches zusammengestellt. 

München, 23. Dez. 1907. 

Kali Doehlemann. 
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I. Abschnitt. 

Die birationalen Transformationen in der Ebene. 

I. Kapitel, 

Quadratische Traasformatiouen allgemeiner Art. 

§ 1. Die (laadratisehe Traosformation in einfachster 
Darstellung. 

Geometrische Erzeugung. 

1. Als die einfachsten Transformationen haben wir im 
ersten Teile dieses Buches*) die projektiven, d. h. die Kol- 
lineation und die Korrelation kennen gelernt. Jet^t wollen 
wir, und zwar zunächst für zwei Punktfelder, eine allgemeinere, 
aber auch noch eiu- eindeutige Punktverwandtschaft unter- 
suchen, wobei wir auf geometrische Anschaulichkeit der Ab- 
leitung Wert legen. 

Einen Punkt können wir als Schnittpunkt zweier Geraden 
bestimmen. Es seien nun in der einen Ebene e die Strahlen- 
büschel A^ und A^ beliebig angenommen (Eig, la), femer in 
dem zweiten Felde e' die Strahlenbüschel B[ und S2 (Fig. Ib). 
Der Strahlenbüschel Ä^ möge projektiv auf den Strahlen- 
bftschel Bi bezogen sein und ebenso der Büschel A^ projektiv 
auf den Büschel S2. Irgend ein Punkt P in e kann dann 
als Schnittpunkt der Strahlen u und v betrachtet werden, 
die ihn mit Aj^ und A^ verbinden. Diesen entsprechen in 
den projektiven Büscheln bzw. die Strahlen u', v', welche 

*) Geometrische Transformationen. I. Teil. Sammlung 
Schubert XXVII. Göschen; Leipzig 1902. Wir zitieren dieses 
Buch stets unter dem Zeichen; „G. T, I." 

Doeljlemann, Geometrische Transfuiiaatioiien. IL 1 
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2 I. Quadratische Transformationen allgi 

sich im Punkte P' begegnen. In der gleichen Weise kann 
man zu jedem Punkte von e' im allgemeinen einen Punkt 
in e konstruieren. Zwischen den beiden Punktfeldern e und 
e' ist dadurch offenbar eine wechselseitig eindfutige Punkfc- 
verwandtsehaft hergestellt, welche schon Seydewitz (7)*) 
in dieser Weise ableitete, Daß diese bei allgemeiner Lage 
der projektiven Büschel keine_Kolltneation sein wird, zeigt 
ohne weiteres die folgende Überlegung. Lassen wir den 
Punkt P auf einer Geraden g von e fortrücken, so be- 
schreiben die Strahlen u und v perspektive Büsche!. Die 
Büschel der entsprechenden Strahlen u' und v' sind folglich 
projektiv aufeinander bezogen und der zugehörige Punkt P' 
durchläuft einen Kegelschnitt K^ in e', der auch durch Bl 
und Bä hindurchgeht. Im Gegensatz zur kollinearen Be- 
ziehung entsprechen mithin den Geraden einer jeden Ebene 
Kegelschnitte in der anderen. Ein zweiter, nicht weniger 
■wichtiger Unterwehied besteht darin, daß bei der Kolliiieation 
das eindeutige Entsprechen der Punkte für die beiden Puiikt- 
felder ohne Aufnahme stattfand, während sieh bei der vor- 
liegenden Beziehung sofort Punkte angeben lassen, denen 
wir unendlich viele Punkte im andern Pimktfeld zuordnen 
müssen. Es sind das diejenigen Punkte, für welche unsere 
Konstruktion unliestimrat wird. In der Tat können wir den 
Verbindimgsstrahl ÄiA^ sowohl dem Büschel A^ als dem 
Büschel Ä2 zuteilen und dementsprechend mit x bzw. y be- 
zeichnen. Es entsprechen ihm dann im allgemeinen Falle 
zwei verschiedene Strahlen x', y'. Dem Schnittpunkt Bi 
dieser Strahlen (Fig. Ib) ist aber dann jeder Punkt von Ä^A^ 
zuzuweisen, da x und y zusammenfallen. Ebenso kann die 
Verbindungsgerade B[B% als w' bzw. s' zum Büschel B{ 
oder Bi gerechnet werden und der Schnittpunkt A^ der ent- 
sprechenden Strahlen w, s hat alle Punkte von B'iB^ zu 
entsprechenden. 

Gibt man sich die Strahlen x', y', w, s willkürlich und 
dazu noch u, u', v, v' beliebig, so ist durch die Strahlen- 
paare X, x', w , w', u, u' bzw. durch y , y', s, s',v, v' die 

*) Die den Autorennamen beigesetzten Ziffern beziehen sich 
auf die Literatur Übersichten, welche, um den Gang der Darstellung 
nicht 7.U stieren, am Schlüsse des betreffenden oder eines der 
nächsten FaraRraph< n, hier auf S. 49, in chronologischer Beihen- 
folge beigefügt sind. 
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§ 1. Die quadratische Transformation in eiufaoliater Darstellung. 3 

projektive Beziehung der beiden Büschelpaare und damit die 
V er wandt Sühaft der beiden Ebenen voliständig festgelegt. 

Die gleiche Eigenschaft wie A^ und Bi haben ferner 
auch die Punkte Äi, Ä^ , Si, B'a. Denn fällt der beweg- 
liche Punkt P z. B. nach J.^ , ohne daß etwa bemerkt ist, 
in welcher Richtung er sieh A^ nähert, so wird der Ver- 
bindungsstrahl PAi gänzlich unbestimmt. Es kann jeder 
durch A-i gehende Strahl als solcher angesehen werden. Die 
entsprechenden Strahlen bilden den ganzen Büschel Bi Da 
ferner dem Strahle A^A^ oder y der Strahl BiBä oder y' 
entspiieht, so werden wir dem Punkte A^ alle Punkte der 
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Geraden B'^Bs zuordnen. "Wir erhalten also folgende Zu- 
weisung der ausgezeichneten Elemente: es entspricht 

dem Punkte A^ die Gerade BiB^ 
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Da eine beliebige Gerade g m e mit der Verbindungs- 
linie AiAg einen Schnittpunkt geraein hat, so muß der der 
Geraden g entsprechende Kegelschnitt Kg in e' (s. o,) auch 
durch Bä hindurchgehen. Den Geraden von s entsprechen 
mithin Kegelschnitte durch die drei F.-Punkte B^, B^, B^. 
Diese Kefielschniite bilden also ein Net7., und das Gleiche 
gilt für die Kegelschnitte, welche sich in e als Bilder der 
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4 I. Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 

Einstweilen fehlt noch der Beweis, daß die Punkte A3 und 
Sä die gleiche Eolle wie A^, A^, £i, Bi spielen, d. h. pro- 
jektive StraJilenbusehel tragen; derselbe wird sich ganz von 
selbst ergeben, wenn wir jetzt die Formeln für diese Trans- 
formation ableiten. 

Analytische Darstellung. 
2. Wählen wir die Dreiecke Ä^A^A^ bzw- BiB^Bi als 
Koordinatendreiecke und bezeichnen in bezug auf dieselben 
die homogenen (trimetriachen) Koordinaten eiaes Punktes P 
der Ebene e mit x^, x^, x^, die eines Punktes F' des 
anderen Punktfeldes s' mit xi, xi, xi. Es ist dann der 
Strahlenbüschel A^ oder 

projektiv so auf den Strahlenbüschel Bi oder 

X2 — fi,xi = o 
zu beziehen, daß dem Strahle A^A^ oderiCg = der Strahl BiB2' 
oder arg = entspricht und femer dem Strahle AiA.^ oder 
X;i^O der Strahl B^Bi oder xi = Q; es muß also für 
;i = , ^ = 00 werden und für A = 00 , /t = sein. Die bi- 
lineare Gleichung zwischen A und n, welche die projektive 
Beziehung zum Ausdruck bringt, kann demnach bloß von 
der Form sein: 

WO — eine Konstante ist Die beiden projektiven Büschel 
werden also: 

(1) x^ — Xx^^^O und xi j- xz = . 

Ganz ebenso findet man für die projektiven Strahlen- 
büschel A^ und B^ die Darstellung 

(2) x^^ — A-Xs = (i und a;^ — (— |- --ra:| = 0, 

wobei die auftretende Kor^tante in der Form — geschrieben 
wurde. Eliminiert man A aus dem System {1) und A 
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§ 1. Die quadratische Transformation in einfachster Darstellung. 5 

aus dem System (2) , so ergeben sick die gewünschten 
Formeln : 

a b c 
^ ' ^ ^ ^ xi Xs x^ 

oder aach 

(4) x^ : x,^ : x^ = a xi x^-.'bx'ixi: cxl xi 
oder 

(5) QXi = axixi QX^ = 'bxixi qx^= cx'iXi, 

wobei Q ein Proportionalitätsfaktor. Aus diesen leiten wir 
ohne weiteres die folgenden nach a;'aufgel5stenGleichiiagenab; 

die wir auch in der Form schreiben können 

(7) xi : xi: xi = ax^x^:l>x^x^:cx^x^ 
oder auch 

(8) q'x{ = ax^x^ e'^a = "bx^x^ q'x^ = cx^x^ . 

Die von uns betrachtete Verwandtschaft ist also ana- 
lytisch dadurch definiert, daß man an Stelle der Variabein 
der einen Ebene spezielle Ausdrücke zweiten Grades in 
der Variabein des zweiten Feldes einführt. Sie gehört des- 
wegen zu den quadratischen Transformationen. Die Formeln 
zeigen — was geometrisch schon erkannt wurde — , daß im all- 
gemeinen jedem Punkte des einen Feldes ein und nur ein 
Punkt des andern entspricht, daß also die Transformation 
ein-eindeutig ist. Eine neue Eigenschaft dagegen leiten wir 
aus dem Umstände ab, daß die Formeln (3) . . . (8) ganz sym- 
metrisch in bezug auf die drei Koordinaten gestaltet sind. 
Folglich müssen auch die Punkte A^ und Bi projektive Strahlen- 
büschel, gebildet von entsprechenden Strahlen, tragen und 
die drei Punkte jeder Ebene spielen die gleiche ßolle, irgend 
zwei derselben können zur Konstruktion der Verwandtschaft 
benutzt werden. 

Die in jeder Ebene gelegenen „singulären" Punkte ^^ usw. 
sollen die Fundamentalpunkte, ihre Verbindungslinien 
die Fundamentalgeraden, ihre Gesamtheit das Funda- 
mentalsystem der betrefFenden Ebene heißen. Jedem 
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6 I- Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 

Fundamentalpunkt der einen Ebene ist ein bestimmter der 
anderen Ebene zugewiesen, dem Punkte Ä^ der Punkt Bi, 
dem Punkte A^ der Punkt Bi , dem Punkte A^ der Punkt B'3 . 
Solehe Punkte mögen „zugeordnete" genannt werden. 

Im Sinne der Rechnung ist die Transformation bestimmt, 
wenn für die Konstanten a, b, c der Formel (3) gewisse 
"Verhältniszahlen gegeben sind. Dies ist der Eall, sofern 
man zu einem Punkte P von e einen Punkt P' von s' als 
entsprechenden annimmt. Es folgt also: 

Die Transformation ist be.-timmt, wenn in jeder Ebene 
das Pundamentalsystem gegeben ist und außerdem zu einem 
beliebigen Punkt der einen Ebene irgend ein Punkt der 
anderen Ebene als entsprechender angenommen wird. 

Speziell könnten wir die Einheits punkte eines jeden der 
beiden Koordinatensysteme (G. T. I. 17.) einander zuweisen 
mid erhielten dann die Formeln 

/n^ 111 

(9) w, : X, : Xx = — ■.—, t —: 

xi xi xi 
oder 

(10) Xi:x^:X3 = xixi'. xixi : xixi usw. 

Die unendlich fernen Punkte der beiden Ebenen fügen 
sich sehr einfach in diese Zuordnung ein. Denn da die im- 
eigentlichen Punkte der Ebene e als auf einer unendlich 
fernen Geraden u liegend angenommen werden müssen, so 
erfüllen die entsprechenden Punkte in der Ebene e' einen 
bestimmten Kegelschnitt Ki, des in dieser Ebene gelegenen 
Netzes durch die drei F.-Punkte und ebenso gehen alle un- 
endlich fernen Punkte des Feldes e' in Punkte eines Kegel- 
schnittes K^- über, der der unendlich fernen Geraden v' ent- 
spricht. Den unendlich fernen Punkten von K^-, d. h. den 
Schnittpunkten von K^ mit u, entsprechen die unendiieh 
fernen Punkte von K'^ (die Schnittpunkte von K!^ mit v'). 
Diese sind im allgemeinen Fall die einzigen unendlich 
fernen Punkte des einen Feldes, welche wieder in unendlich 
ferne Punkte im andern Feld übergehen. 

Befmden sich die F.- Systeme dem Unendlich-fernen 
gegenüber in besonderer Lage, so können natürlich andere 
Verhältnisse statthaben. Wählen wir z. E. in jeder der 
beiden Ebenen e und e' je ein schiefwinkliges Koordinaten- 
system 0, X, r und 0', X', Y' und ergänzen es durch die 
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§ 3. Entsprechende Gebilde der beiden Ebenen. 7 

unendlich ferne Gerade je zu einem Dreieck. Dann erhält 
man für die spezielle quadratische Transformation, welche 
diese beiden (uneigentlichen) Dreiecke als R-Systeme, und 
zwar und 0' einerseits, sowie die unendlich fernen Punkte 
der gleich benannten Achsen andererseits als zugeordnete 
JF.-Piinfetc hat, nach G. T. I. 24. aus den Formeln (6) oder (7) 
die Gleichungen 

, Ä , B 

x' " y' 
wobei A und IB beliebige Zahlenwerte sein können. 

In diesem Falle entspricht allen unendlich ferneu 
Punkten der einen Ebene der im Endlichen gelegene F.- 
Punkt der anderen Ebene, 



§ 2. Entsprechende Gebilde der beiden Ebenen. 

Entsprechende Elemente der Fundamentalsysteme. 
3. Jedem F.-Punkt entsprach eine F.-Gerade, z. E. dem 
Punkte A^ die Gerade BiBi. Um diese Zuordnung aber 
genauer ?u erkennen, ziehen wir durch A^ ii^end eine Ge- 
rade M (Fig. la) und lassen einen Punkt X sich auf ihr 
dem singuiären Punkte .4, mehr und mehr nähern. Der 
entsprechende Punkt X.' bewegt sich dann auf der Geraden u' 
fort, die in der projektiven Beziehung der Strahl enbü seh ei A^ 
nnd B[ der Geraden « entspricht. Verbindet man ferner 
2 mit A^ sowie X' mit Bi, so entsprechen sich diese 
Strahlen in der prnjeEtiven Beziehung der Büschel A^ und Bi. 
Je mehr aber X sich Ai näliert, um so mehr fällt der Ver- 
bind imgs strahl A^X mit y zusammen. Also entsprii'ht dem 
Punkte, der auf w unendlich niihe an A^ herangerückt ist, 
der Schnittpunkt von m' und y'. Es hat sieh mithin er- 
geben: 

Den einem F.-Punkt unendlich benachbarten Punkten, 
oder kürzer, den durch einen F.-Pimkt gehenden „Linien- 
elementen" entsprechen die einzelnen Pmikte der zuge- 
hörigen Fundamentalgf^raden, Diese Punkte werden aua- 
feschnilten durch diejenigen Strahlen aus dem zugeordneten 
'nndamentalpunkt, welche den durch die Linien elemente 
bestimmten Strahlen in der projektiven Beziehung dieser 
beiden Strahlenbüschel entsprechen. Der Büschel der 
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S I. Quädi-a,tische Triineformationen allgemeiner Art. 

Linienelemente ist also projektiv zur Puaktreihe 
der entsprechenden Punkte. 

Analytisch sind die singulären Punkte der beiden Ebeaen 
dadurch ausgezeichnet, daß für sie die Transformations- 
formeln (4) oder (7) zunächst ein unbestimmtes Resultat 
liefern. Setzt man z. B, die Koordinaten a^^ = 0, % = des 
Fundamentalpunktes Jg in die Formel (7) ein, so erhält man 
für den entsprechenden Punkt die Verhältniszahlen 0:0:0. 
Um den oben geometrisch durchgeführten Grenzprozeß ana- 
lytisch zu verfolgen, hätte mau zunächst einen zum Punkte 
3:^ = 0, «3=0 benachbarten Punkt mit den Koordinaten 
dxj^, dx^, 3^8 + dx^ einzuführen, diese "Werte in die Aus- 
drücke ax^x^, hx^x^, cx^x^ einzusetzen und die letäteren 
etwa nach dem Taylorsclien Satze zu entwickeln. Mau be- 
stätigt dann leicht das obige Resultat; im übrigen kommen 
wir später ausführlicher auf diesen Punkt zurück. 

Entsprechende Kurven der beiden Systeme. 

4. Irgend einer Kurve »-t«r Ordnung K" in e, die durch 
keinen Fundamentalpuukt hindurchgeht, entspricht auf Grund 
der Formeln (4) in der Ebene e' eine Kurve (2n)-ter Ord- 
nung K"^". Dieselbe hat die Fundamentalpunkte von e' zu 
w-fachen Punkten. Um dies streng zu beweisen, ziehen wir 
2. B. durch S[ irgend eine Gerade m' und zählen ab, wie- 
viele von den 2 m Schnittpunkten derselben mit der K'^^ 
außerhalb S[ liegen. Dies gelingt dadurch, daß wir uns 
vergegenwärtigen, daß jedem nicht auf dem Fundamental- 
syetem der einen Ebene gelegenen Punkte in der anderen 
Ebene wieder ein Punkt entsprechen muß, der ebenfalls nicht 
dem F.-System dieser Ebene angehört. Nun entspricht der 
Geraden m' eine Gerade u durch A^ , welche mit der K" 
nach unserer Voraussetzung n außerhalb des F.-8ystems ge- 
legene Schnittpunkte liefern wird. Ihnen müssen folglchi 
auf u' n außerhalb des F.-Systems gelegene Punkte ent- 
sprechen, so daß Bl ein w-facher Punkt der Kurve K'^". 

Denken wir uns weiter eine Tangente t' an die K"^" 
im w-fachen Punkte Sl gefunden, so fallen für sie n-[- 1 
der 2 n Schnittpunkte nach Bl ; die entsprechende Gerade t 
des Büschels Ä-^ kann also bloß n — 1 nicht dem P.-System 
angehörigc Punkte mit der K" gemein haben. Nun geht K" 
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§ 2. Entsprechende Gebilde der beiden Ebenen. 9 

nicht durch Ä^, also muß die Gerade t nach einem der 
Schnittpunkte von K" mit der F.-Linie A^Ag laufen. Das 
stimmt auch mit den Betrachtungen der vorigen Nummer 
überein. Wir sehen also: 

Einer Kurve «-ter Ordnung der einen Ebene, die durch 
keine der Ecken des E.-Dreiecks hindurchgebt, entspricht 
eine Kurve (2w)-t€r Ordnung der andern Ebene, welche 
die F.-Punkte zu n-£achen Punkten hat; die Tangenten in 
einem solchen «-fachen Punkte entsprechen in der projektiven 
Beziehung zugeordneter Büschel den Strahlen, welche vom 
zugeordneten F. -Punkte aus nach den Schnittpunkten der 
ersten Kurve mit der gegenüberliegenden F.-Linie laufen. 

Einer Geraden entspricht demnach ein Kegelschnitt, der 
dem F.-Dreieck der andern Ebene umschrieben ist; einem 
beliebigen Kegelschnitt ist eine Kurve 4, Ordnung zugeordnet, 
die in den F.-Punkten Doppelpunkte hat, usf. 

Betrachten wir noch den Fall, daß eine Kurve «-ter 
Ordnung £> der Ebene s durch die F.-Punkte dieser Ebene 
hindurchgeht, also etwa r^-mal durch A^ , Vg-mal durch A^ , 
Vg-mal durch A^ . Dann spalten sich von der entsprechen- . 
den Kurve {2w)-ter Ordnung gewisse Teile ab, nämlich die 
F.-Linie B^Ss »'(-mal, die Linie -BfBa v^-m&l und die 
Linie BIB^ rg-mal gerechnet. Die übrigbleibende Kurve ist 
also noch von der Ordnung 

und sie geht noch 

durch Bi ... {n — {v2 -h i's))-™^! 
„ -B^...<«-(^,+^,))-mal 
„ B^ ... <»-(ri-f r,)>-mal 
hindurch. Denn B[ z. B, ist für den ganzen Komplex der ent^ 
sprechenden Kurven ein »^-facherPunkt, und die F.- Linien .Ff ^2 
und -Bi-Ba gehen v^ bzw. Vg-mal gerechnet durch Bi hindurch. 
Beispiele: Einem Kegelschnitte, der durch ^j hindurch- 
geht, entspricht eine Kurve dritter Ordnung, welche in Bl 
«inen Doppelpunkt, in B2 und Bg noch einfache Punkte hat 
Einem Kegelschnitte durch A^ und A^ entspricht ein 
Kegelschnitt durch B[, B^. 

Einem Kegelschnitte durch A^, A^, Aj^ entspricht eine 
Gerade in der anderen Ebene, 
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10 I. Quadratische Transformationen altgemeiner Art. 

§ 3. Kurvensingularitäten auf dem F.-System. 

Punkt auf einer F. -Linie 
und Abbildung seiner Umgebung. 

5. Hat eine Kurve einen vielfachen Punkt X irgend- 
welcker Art, der aber nicht in einem F,-Punkte und nicht 
auf einer F.-Linie, also kurz: außerhalb des F.-Syatems 
gelegen sein soll, so wird die entsprechende Kurve im ent- 
sprechenden Punkte X' einen vielfachen Punkt von gleicher 
Multiplizität besitzen, wie man leicht beweist. Jedem Zweige 
der ersten Kurve durch X wird wieder ein Zweig der ent- 




sprechenden Kurve durch X' zugeordnet sein, so daß also 
auch die Zahl der Tangenten in X und X' übereinstimmt. 
Dagegen werden Punkte der Kurve, die zu X unendlich be- 
nachbart auf einer Tangente liegen, im allgemeinen nicht 
in Punkte der gleichen Eigenschaft übergehen. Denn der 
Geraden entspricht ja ein Kegelschnitt. Z. B. wird ein 
Wendepunkt J der Kurve nicht wieder in einen solchen sich 
transformieren. Vielmehr hat der entsprechende Punkt J' 
im allgemeinen bloß die Eigenschaft, daß ein dem Haupt- 
dreieck der Ebene e' umschriebener Kegelschnitt in ihm die 
Kurve oskuliert. 

Wesentlich anders gestaltet sich dagegen die Sache, 
wenn die Singularität der betrachteten Kurve auf dem 
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11 



_ ilegen ist; sie kann dann durch die Trans- 
formation sehr verändert, ja ganz aufgehoben werden. Es 
sei W der auf der F.-Linie AiÄ^ gelegene Punkt, in dem 
die zu betrachtende Kurve K" n-ler Ordnung eine Singu- 
larität besitzen soll. Es wird dann jedenfalls von Vorteil 
sein, vor allem eine Anschauung darüber zu gewinnen, wie 
sich die dem Punkte W benachbarten Teile der Ebene in 
die andere Ebene abbilden. Zu diesem Zwecke wurde in 
den Fig. 2a und 2b die Transformation durch Annahme 




der beiden P.-Dreiecke und der Punkte P, P' festgelegt. 
Dem Strahle Ä^P oder p entspricht dann der Strahl p', 
welcher P' mit Pg verbindet und dem Schnittpunkte W 
von p und Ä^ Ä^ der auf p' gelegene Nachbarpunkt zu S^ . 
Zu den Strahlen x, y und den Punkten X, Y, Z, T, Y, Ü 
sind die entsprechenden Elemente x', t/', X'. . . U' gezeichnet. 
Beschränkt man sich auf die der F.-Linie benachbarten 
Streifen, so gehen die in den Figuren je in gleicher Art 
schraffierten Gebiete bei der Transformation ineinander 
über. Bei anderer Wahl der Punkte P und P' ändern sich 
natürlich die Figuren in sinngemäßer Weise. Jedem durch W 
gehenden Kurvenzuge entspricht im andern Feld ein Zweig, 
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I. Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 



der den Strahl p' in S'^ berührt. Unsere Darstetlumg ermög- 
licht dann bereits eine Beurteilung der gestaltlichen Ver- 
hältnisse. Verläuft z. B. ein Kurvenzweig von X über W 
nach Y, so daß er in TF die F. -Linie A^Ä^ beriährt, so 
geht der entsprechende Kurvenzweig im anderen Felde von 
X' über .Bg nach Y', während p' berührt wird; er zeigt 
also den Typus einer Spitze, Erstreckt sich dagegen die 
Kurve von X über W nach J] , so bleibt der entsprechende 
Kurvenzug X'B^U' auf der gleichen Seite der Tangente p'. 



Berührung einer F.-Linie. 

6. Betrachten wir zunächst den Fall, daß die durch W 
ende Kurve K" mit der Linie Ä^ W oder p in W/j, kon- 
sekutive Punkte gemein hat. Der Strahl p liefert aJao mit 




FiB'. 31>. 



der K" noch n — fi Schnittpunkte, die nicht dem F.-System 
angehören. Folglieh muß der Strahl jp' mit der entsprechen- 
den Kurve K'^" ebensoviele, dem F.-System nicht an- 
gehörige Punkte gemein haben, und in S^ werden demgemäß 
2n —(n — fi) = n + ß Schnittpunkte vereinigt liegen. Die 
F.-Linie AiA^ hat aber außer W noch n — 1 Schnittpunkte 
mit der K" gemein, denen ebensoviele Durchgänge der K'^" 
durch B3 entsprechen. Der dem Durchgange W zugeordnete 
Kurvenzweig wird folglich mit der Tangent« p' noch fj, + 1 
konsekutive Punkte in B'^ gemein haben. 

In den Fig. 3a und 3b ist der Fall /i = 2 gezeichnet; 
die Kurve K" berührt den Strahl p ia W einfach; die 
Kurve K'^" besitzt dann in Bl einen Wendepunkt mit p' 
als Wendetangente. 
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§ 3. Kiirvensiogularitäten auf dem F.-Syatem. 13 

Die Fig. 4a und 4b bringen den Fall ^ = 3 zur An- 
schauung. Die Kurve Ä" hat in W einen "Wendepunkt 
mit p als Wendetangente; die entsprechende Kurve Ä'^" 
hat mit dem Strahle p' in Bj vier konsekutive Punkte ge- 
mein, was einer sog, „Undulation" entspricht. In allen 
Figuren ist nur die Umgebung des Punktes W und das ihr 
entsprechende Gebiet der andern Ebene berücksichtigt. 




Weiter mögen auf der F.- Linie A^ ^^ in W v auf einander- 
' 1 Punkte der K" vereinigt liegen. Dann liefert der 
Strahl p nur n — 1 nicht dem F.-System angehörige Schnitt- 




punkte mit der K", so daß auf p' in der Nachbarschaft 
von B^ K + 1 Punkte der K'^" gelegen sind. Die Linie Ä^A^ 
aber schneidet jetzt die K" bloß noch in n — v Punkten, 
welchen ebensoviele Durchgänge der K'^" durch Sj ent- 
sprechen. Also hat der StraÜ p' mit dem dem Durch- 
gange W entsprechenden Kurvenzuge noch v + 1 Punkte 
gemein. Der Unterschied dem vorigen Falle gegenüber be- 
steht darin, daß die hier vorliegende Kurve K'^^ in j&g 
einen Jt-facben Punkt besitzt, von dem v Tangenten in p' 
sich vereinigt haben. Man kann sich die Singularität der K'^" 
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in JBs also durch einen Grenzübergang entstanden denken, 
indem man in dem «-fachen Punkte v Schleifeil sieh zu- 
sammenziehen läßt. Jede solche Schleife entspricht dem 
Teile der Kurve zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schnitfc- 
punkt«n mit A^Ä^. In den Fig. 5a und 5b ist dies für 




einen dreifachen Punkt dargestellt. Die Fig. 6a und 6b 
zeigen dann den Fall v = 3 etwa für eine Kurve dritter 
Ordnung K^; die entsprechende Kurve sechster Ordnung K'^ 




Fig. 7b. 

1 Bj einen dreifachen Punkt, dessen drei Tangenten in 
eine zusammengefallen sind. Die Tangente p' in ihm hat vier 
Punkte mit der Kurve gemein. Endlich erhält man für v=4: 
(Fig. 7 a) bei der entsprechenden Kurve eine Spitze (Fig. 7 b). 



Vielfacher Punkt auf einer F.-Linie. 
7. Hat die Kurve K" einen ^-fachen Punkt in W, so 
fallen von den « Tangenten des w-fachen Punktes B^ der Ä'^" 
h in dem Strahle p' zusammen. Den verschiedenen, durch W 

1 Asten entsprechen die einzelnen Aste von K'^", 
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welche alle in B^ die Tangente p' berühren. Wir zählen 
wie oben ab, daß p' mit allen diesen Asten 2 k Punkte in j^ 
gemein hat. Die Kurve K'^" hat also in B^ eine Selbst- 
berührung. Die Fig. 8a und 8b geben eüie schematiaebe 
Darstellung für & = 2 , d. h. für einen Doppelpunkt. Eine 
weitere Spezialisierung tritt ein, wenn eine der Tangenten 




Fie- 8b, 



des ft-facben Punktes mit p oder mit Ä^A^ zusammenfällt. 
Nehmen wir noch etwas allgemeiner an, auf dem Strahle p 
seien von dem ihn berührenden Aste der Kurve in TP" ^ kon- 
sekutive Punkte gelegen. Da noch weiter h — 1 Zweige 
der K" durch W gehen, eo zähJt W auf dem Strahle p für 
/^+k — 1 Schnittpunkte. Es ist also 2^+/*— 1 die Maximal- 
zahl der Schnittpunkte, welche einer der den Strahl p' be- 
rührenden Aste in S^ mit der Kurve K'^" gemein hat. 




Hat beispielsweise die Kurve K" in W einen Doppel- 
punkt, dessen eine Tangente mit p zusammenfällt (Fig. 9a), 
so ist Ä -= 2 , V = 2, und dem Kurvenaste, welcher p be- 
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rährb, entspricht in der zweiten Ebene ein solcher, der in -Bg 
eine Inflexion besitzt; die Inflexionataugente p' hat mit ihm 
fünf Punkte in Sg gemein (I"ig. 9 b). 

Endlich kann eine der Tangenten des ^fachen Punktes 
auch mit der F.-Linie A^ Ä^ zusammenfallen oder allgemeiner: 
es kann A^A^ mit dem diese F.-Linie berührenden Kurven- 
aste V aufeinanderfolgende Punkte gemein haben. Dann 
fallen von den Tangenten des «-fachen Punktes W^ der JST'^" 
weitere v — \ mit p' zusammen, und die Maximalzahl der 
Punkte, welche 'g' mit einem der dem /c-fachen Punkte ent- 
; gemein hat, beträgt 2 ft + v — 1 , 




Hat z, B. X" in TF einen gewöhnlichen Doppelpunkt, 
dessen eine Tangente A-^A^ ist (fc = 2, j- - 2) (Pig. 10a), 
so entspricht dem die Gerade A-^ A^ berührenden Aste eine 
Spitze, deren Tangente fünf Punkte mit der ff'^" gemein 
hat (Fig. 10b). 




Die Verbindung beider Fälle (Fig. IIa) mag ais Bei- 
spiel einer analytischen Behandlung empfohlen sein, indem 
man etwa eine Kurve dritter Ordnung wählt, welche im 
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i W die Linien WAg und A^ Ä^ zu Tangenten 
hat, ihre Gleichung transformiert und die neue Kurve in 
der Nähe des Punktes B3 untersucht {Fig. IIb). 



pitze 



u£ einer F.-Linie. 



8. EndUoli möge die Kurve K" iaW eine gewohnliche 
Spitze haben, und die Tangente in der Spitze möge zunächst 
weder mit Tf'Äs noch mit Ä1A2 zusammenfallen. Dann 
muß die Kurve, sofern es sich um die nächsi 




Fig. 12 b, 

der Spitze handelt, in einem der vier M^inkelräume ver- 
laufen, in -welche A^A^ und WAi, die Ebene teilen. Liegt 
z. B. die Spitze so, wie es die Fig. 12a zeigt, so werden 
die beiden Äste der transformierten Kurve auf der gleichen 
Seite der Tangente j)' gelegen sein, was also dem Typus 
einer Schnabelspitze entspricht (Fig. 12b). Man zählt 
wieder leioM ab, daß die gemeinsame Tangent« p' mit den 
beiden Ästen vier aufeinanderfolgende Punkte in 5| gemein hat. 




Ist p selbst die Tangente der Spitze (Fig, 13 a), so 
verläuft die Kurve in zweien der oben genannten Gebiete, 
und die transformierte Kurve hat io JSj wieder eine Spitze 

Doehlemann, Gaometjisehe TransformaiioQeD. IL 2 
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(höherer Art). Die Tangente ^' enthält in ^ fünf kon- 
sekutive Punkte der Kurve (Fig. 13b). 




Wenn endlich die Eiiekkehrtangente mit der P,-Lime-4(j4g 
zusainmpiifälIt(Fig. 14a), so hat die entsprechende Kurve in £3 
eine höhere In flexion, indem die Wendetangentep' fünf Punkte 
in ^3 mit der Kurve gemein hat (Fig. 14b). 

Berührung einer F.-Linie in einem F.-Punkte. 
9. Berührt eine Kurve & eineF.-Linie va. einem F,-Punkte, 
so ist die analytische Behandlung der geometrischen vorzuziehen. 
Es habe z. B. die £" mit der F.-Linie A^ A^io-A-^r konsekutive 
Punkte gemein. Dann laßt sich die Gleichung dieser Kurve 
sofort anschreiben: sie muß von der Form sein: 

%^ + Wi*a"^+ ... Arif-^-xH-^ 
+ a/£l~'' x\ + a^_.^^~''~'^a^^'^ + ... -|- a„a^= . 

Hierbei sind v^fV^,. .,, m„_i homogene Funktionen vom 
Grade 0, 1, ...,k— 1 io den Variabein x^, x^, während r 
eine positive Zahl <«. Transformiert maa aber diese Glei- 
chung vermittels der Formeln (10) von 2., so tritt der Faktor 
xi = heraus, und es bleibt die Gleichung übrig: 

Uoxi''--'-xi'' + uixixi"-^ xi"-^ + UäX^x["'^xi''-^ + - ■ ■ 
-|-<-iiC8""^a:a' 
+ xi'-^(arxi'^-' + Or^ixixi'^-''-^-'!- . . . +anXi'^-'')xi"=^0 . 

Die u[, M2, . . . sind dabei die Funktionen Uj^, w^, , wenn 

x^ mid X2 bzw. durch x^ und x[ erseti;t vrerden. Diese 
Kurve (2 m — l)-ter Ordnung hat aber den Punkt B^ oder 
x{ = 0, x^ = zum (» — l)-fachen Punkte, und von den 
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n — 1 Tangenten desselben fallen, wie aus der GleichuDg zu 
ersehen, r — 1 mit der F.- Linie B2B3 oder a;f = zusammen. 
Verbindet naan ferner die obige Gleichung mit der andern 
xl = 0, so ergibt sich, daß in B^ auf der F.-Linie 52-^3 n auf- 
einanderfolgende Schnittpunkte mit der Kurve vereinigt liegen. 




In welcher Weise die durch Ai gehenden Zweige einer 
Kurve sich transformieren, kann aus den Fig. 15 a und 15 b 
entnommen werden, in denen wieder entsprechende Gebiete 
der beiden Felder gleich schraffiert sind. Berührt z, B. eine 
Kurve die Linie Ä^A^ ia Ai in gewöhnlicher Weise {r = 2), 
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so ist S^Sg für den entsprechenden Ast in B.^ eine gewohn- 
liche Tangente. 

Nimmt man in den soeben durchgeführten Betrachtungen 
die Kurve K'^" als gegeben an, so geht dieselbe durch die 
rationale, quadratische Transformalion in die Kurve K" 
über, die Singularität im Punkte S^ ist also in eine andere, 
einfachere Iransformiert worden. Durch die eventuell wieder- 
holte Anwendung einer solchen Transformationist man imstande, 
jede Singularität einer Kurve „aufzulösen", d. h. die Zahl der 
Doppelpunkte und Rückkehr punkte anz geben, welche einer 
solchen Singularität in bezug auf die Irrationalität der Kurve 
„äquivalent" ist. Noether (16, 17, 21) hat dies in mehreren 
Arbeiten genau untersucht. Doch kann die Auflösung einer 
Öingularität in verschiedener "Weise erfolgen. Deswegen muß 
die vollständige Erörterung der Theorie der algebraischen 
Kurven vorbehalten bleiben, und wir verweisen auf die be- 
bpz'üglichen Ausführungen in H. Wieleitner: Theorie der 
ebenen algebraischen Kurven höherer Ordnung, Göschen, 
Leipzig 1905, 8.8.43, S. 164£F. 

Anwendungen der quadratischen Transformation, 
10. Sind zwei Ebenen durch eine Transformation der 
soeben betrachteten Art aufeinander abgebildet und hat man 
für eine Figur der ersten Ebene einen Satz aus dem Ge- 
biete der Geometrie der Lage bewiesen, der also keine 
metrischen Begriffe benutzt, so kann man die Figur durch 
unsere quadratische Transformation in die zweite Ebene 
übertragen und für diese neue Figur ohne weiteres einen 
entsprechenden Satz formulieren. Durch fortgesetzte Trans- 
formationen könnte man auf diese AVeise aus einem lagen- 
geometrischen Satze unendlich viele neue Sätze ableiten, die 
freilich immer komplizierter werden und sich auf immer 
höhere Kurven bezichen. Oder es gelingt unter Umständen 
eine Aufgabe der ebenen Geometrie dadurch zu lösen, daß 
man die Ebene quadratisch in eine andere abbildet, die 
in der zweiten Ebene sich ei^ebende Aufgabe erledigt und 
die Lösung dann wieder in das erste Feld überträgt. Wir 
geben für beide Arten der Anwendung je ein Beinj)ie!. 

Ein sehr bekannter Satz der projektiven Geometrie 
lautet: Ist einem Dreieck ein Kegelschnitt ei nbe seh riehen 
und verbindet man die auf den Dreiecksseiten ; 
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Beruh rangepunkte desselben mit den gegenüberliegenden 
Ecken, so gehen diese drei Verbindungslinien durch einen 
Punkt. Transformiert man diese Kgar quadratisch in eine 
zweite Ebene, indem man das gegebene Dreieck als F.-Dreieck 
einführt, so geht der Kegelschnitt in eine Kurve vierter Ord- 
nung der andern Ebene über, welche in den drei F.-Punkten 
dieser Ebene Spitzen hat (6.). Die drei Linien nach den 
Berührungspunkten des Kegelschnittes gehen über in die 
dcei Tangenten in diesen Spitzen (4.), also müssen auch diese 
sieh in einem Punkte begegnen. Dieser Satz gilt aber dann 
für jede Kurve dieser Art. Denn liegt irgend eine Kurve 
vierter Ordnung mit drei Spitzen vor, so wählen wir das 
Dreieck der Spitzen als F.- Dreieck einer quadratischen 
Transformation. Die entsprechende Kurve im andern Feld 
ist ein Kegelschnitt, der dem F.-Dreieck dieser Ebene 
einbesehrieben sein muß. Also gilt wieder die obige Schluß- 
folgerung, Wh- haben damit allgemein den Satz gefunden, 
daß die drei ßückkehrtangenten einer dreispitzigen Kurve 
vierter Ordnung sich in einem Punkte begegnen. 

Zweitens möge es sich um die Aufgabe handeln, die 
Zahl der Kegeiachnitto zu ermitteln, weiche durch drei 
gegebene Punkte gehen und zwei Gerade g und h be- 
rühren. Wir verlegen wieder die F.-Punkte einer quadra- 
tischen Transformation in die drei gegebenen Punkte. Die 
Geraden g und Ä gehen sodann in zwei Kegelschnitte K^ 
und' Kji des andern Feldes über. Denken wir uns irgend 
einen Kegelschnitt gefunden, der durch die drei Punkte geht 
und g und A berührt, so muß ihm in der andern Ebene offenbar 
eine Gerade entsprechen, welche^undÄi berührt, und anderer- 
seits muß jede gemeinsame Tangente von Kg und Ki in 
einen Kegelschnitt übei^eführt werden, der den genannten Be- 
dingungen genügt. Folglich gibt es vier Kegelschnitte, welche 
durch drei Punkte gehen und zwei G«rade berühren. 

§ 4. Die quadratische Transformation in allgemeiner 
Darstellung. 

Verallgemeinerung der bisherigen Resultate. 
11. Die im bisherigen durchgeführte Abbildung zweier 
Ebenen aufeinander zeichnete sich durch zwei Eigenschaften 
aus: erstens durch die im allgemeinen in beiderlei Sinn ein- 
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deutige Zuordnung der Punkte und zweitens dadurch, daß 
einer beliebigen Geraden der einen Ebene in der andern ein 
Kegelschnitt entsprach. Der letztem Eigenschaft w^;en 
nannten wir die Transformatioo eine quadratische. Es ist 
leicht, quadratische Transformationen anzugeben, welche dieae 
Eigenschaft der Eindeutigkeit nur in einem Sinne besitzen. 
Bestehen z. B. zwischen den Koordinaten Xi und x'( der 
Punkte P und P' zweier Ebenen s und s' die Beziehungen 

(1) x[ : X^ : x'^ = a'' x\ : h'^ xi : C^ x\ , 

80 ordnen diese zwar jedem Punkte P oder Xi einen 
Punkt P oder X( zu, die inversen Gleichungen jedoch 

(2) x,:x,:x,-±~ii'l:±\ixi:+\iii 

bestimmen unter Berücksichtigung aller möglichen Kom- 
binationen der Vorzeichen der Quadratwurzeln zu jedem 
Punitte P' der Ebene e' vier zugehörige Punkte in der 
Ebene e. Diese quadratische Transformation ist also eiu- 
vierdeutig. Allgemein können wir setzen: 

(3) 3^1 : x^ : 3^3 = X] ; 3^ : S^ , 

wo die X4 ganze, homogene Funktionen zweiten Grades in 
den Koordinaten x^, x^, x^^ sein mögen. Irgend einer Ge- 
raden a' der Ebene e', deren Gleichung 

ö' ^a[x[-\- «2 x^-\- «3 a^a = 
sein möge, entspricht vermöge dieser Transformation der 
Kegelschnitt K^-, dessen Gleichung 

Ebenso erhalten wir zu einer zweiten Geraden b' den 
Kegelschnitt 

Ki- - h'iX^ +iix^ + &3'Xj = . 
Dem Schnittpunkte P' der Geraden a' und b' sind also 
die vier Schnittpunkte zuzuordnen, welche K^r und Ki,- liefern 
werden. Man erkennt nun auch die Bedingung, unter welcher 
die Beziehung dem Punkte P" bloß einen Punkt in e zu- 
weist: es müssen dann von den vier Schnittpunkten der 
obigen Kegelschnitte drei überhaupt fest sein, während bloß 
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einer noch beweglicli ist Dies tritt aber sieher eia, wenn 
die Kegelschnitte 

(4) Xi = , Xg - , X3 = 

selbst drei feste Punkte gemein haben. Denn durch jeden 
diesen drei Kui'ven gemeinsamen Punkt gehen alle Kurven 
des Netzes 

(5) ai X^ + a^X^+ ai Xg - 0] 

für ganz beliebige Werte der «/ hindiu-ch. Diese drei ge- 
meinsamen Schnittpunkte der Kegelschnitte (4) können wir 
aber, vorausgesetzt, daß sie alle drei reell existieren, als 
Ecken des Koordinatensystems wählen, und das aus den 
Kegelschnitten (4) gebildete Netz nimmt dann die Form an 

(6) J4 «3 % + ^2 % ^ + A^x^cc^^O . 

Dieses nun läßt sich durch eine Substitution von der Form 

xi : X2 : xl = ax^ Xg : bxj^x^: cXiX^ 
auf das System der Geraden von e' beziehen. Das sind 
aber die Formeln von 2., aus denen durch Umkehrung 
die entsprechenden für rc^ , x^, Xg folgen. Es hat sich also 
ergeben: 

Sieht man von der Möglichkeit ab, daß die 
P.-Puokte auch paarweise imaginär sein können, so 
stellt die in § 1 dai^estellte Beziehung die all- 
gemeinste, ein-eindeutige oder birationale 
quadratische Transformation zweier Ebenen vor. 
Spricht man ohne weiteren Zusatz von einer „quadrar 
tischen Transformation", so versteht man darunter gewöhn^ 
lieh eben diese ein-eindeutig umkehrbare Beziehung. 

Darstellung durch zwei bilineare Gleichungen. 
12. Gehen wir aus von den zwei in x und av' linearen 



{^) 



(hii Xj^-\-\2 x^-\-\g Xg) xi-\-{b2i Xi-\-b^2 ^3'^^s 'h) ''^ 
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die wir kürzer schreiben 

Bi xi + B^ x'^ -\-B^xi = ^, 



Ai = Oix Xi + «(g X2 -\- Uii Xs 
Bi = ha Xi + 6,a x% + 6js % , 

i liefern dieselben zu jedem Wectsystem Xi 
fstem x'i, uämlicli 



{i = 1,2,3) 



(8) 3;i':a:2':a;^-^53-^3-Ba:^3Bi— J,_Bs:^iBa-^Bi. 

Orduen wir die Gleichungen (7) nacii den Xi, so ergeben 
sieb ganz ähnliche Formeln, welche zu jedem Punkte xl einen 
L Punkt Xi bestimmen. Setzen wir weiter 



X^ = A^B^~A^B^ 
X^ = A^Bi -A,B^ 
X.^ = A^B^ ~ A^B^ , 

so geben diese quadratischen Ausdrücke in den ic^ je =0 
gesetzt drei Kegelschnitte, von denen man erkennt, daß sie 
drei Punkte gemein haben. Denn die Gleichungen dieser 
Kegelschnitte können wir auch so schreiben 

A^ Äff Ai A<f A^ A^ 

Denken wir uns aber einen Schnittpunkt der beiden ersten 
Kegelschnitte gefunden, so nimmt für die Koordinaten dieses 
Punktes der Quotient A^IB^ in den beiden ersten Gleichungen 
den gleichen Wert an, also folgt aus diesen Gleichungen die 
dritte, d. h. der genannte Schnittpunkt liegt auch auf dem 
dritten Kegelschnitte. Nur für den Schnittpunkt A^ = 0, 
Bg = ist dieser Schluß unzulässig. Denn für ihn wird der 
genannte Quotient unbestimmt, und die dritte Gleichung folgt 
nicht mehr aus den beiden ersten. Demnach geben die Glei- 
chungen (8) nach 11. die ein-eindeutige quadratische Trans- 
formation, und da hier über die Realität der Schnittpunkte 
der Kegelschnitte des Netzes nichts vorausgesetzt wird, so 
ist diese Bestimmung der Transformation durch zwei bilineare 
Gleichungen ganz allgemeiner Natur [Magnus (1, 4)]. 
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Zusatz 1. Wir können diese Betrachtung benutzen, 
um die Darstellung einer quadratiseken Transformation in 
rechtwinkligen Koordinaten zu gewinnen. Den Ubei^ang 
von homogenen zu schiefwinkligen Koordinaten bewerk- 
stelligen wir (G. T. I, 24), indem wir ^ und ^ durch x 
bzw. y ersetzen. Wir erhalten dann aus (7) 

((»ii a: + %2 2/ + %jj) ^' + («21 a: + «23 ff + «as) V' 
-\- {<ht^ + a^iV + a^z) = ^ 
(hl ^+\iil + ha) ^' + (^21 ^ + &22 ?/ + ^3} i/' 
+ {hi !f + h2y + K) = 

und hieraus 

, A,B,-A,Bs 



" A^B^-A,B,' 

wo die^Aj und B( jetzt in den schiefwinkligen Koordinaten X,y 
geschrieben sind, 

Zusatz 2. Treffen wir die speziellen Annahmen: 

%^ = «22 — **23 = 

ft^j ^ \^ = &^3 = 

SO gewinnen wir aus (9) die Gleichungen 

1^,^ «31 3^ + «23 y + "^s 
«11 « + «13 ff + 0,3 
- _ _ ^1 a: + &S2 g + h s 

welche eine Kollineation vorstellen. Wie geometrisch der 
Übergang von einer quadratischen zu einer kollinearen Be- 
ziehung möglieh wird, zeigt die synthetische Erzeugung der 
quadratischen Transformation (1.). Um eine Kollineation zu 
erhalten, haben wir nämlich nur nöt^, in der projektiven 
Beziehung der Sfcrahlenbüschel A^ , B[ und der Strahlen- 
büsehel A2, ^2 jedesmal dem Verbindungsstrahl A^A^ den 
Verbindungsstrahl B[B'^ zuzuordnen. 



(10) 
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Erzeugung durch zwei Korrelationen. 

33. Die Darstellung einer quadratischen Transformation 
durch die zwei bilinearen Gleichungen (7) ist noch einer 
ajidem Deutung fähig: Irgend einem Punkte Xf oder i* 
ordneten wir den Schnittpunkt x\ oder P' der Geraden ^' 
und g' zu, welche durch die Gleichungen (7) bzw. dar- 
gestellt werden. Bezeichnen wir die Koordinaten dieser 
Geraden bzw. mit |,', r\i, so gelten die Beziehungen: 

eil = o^x^i. -h-^1%^% +%3% M'?i*=*ii^ +&i9a^ + &13% 

Qkk = lh\^\-^ «82^*^2 + Ö3S% /*1?K = &31^1 +^92^2 + ^88% ■ 

Jede dieser Gruppen stellt aber eine Korrelation vor. 
Die Ebene £ ist also in doppelter Weise reziprok auf die 
Ebene e' bezogen; auch umgekehrt entsprechen jedem Punkte 
von e' zwei Gerade bzw. deren Schnittpunkt in e. Die qua- 
dratische Transformation entsteht dadurch, daß man jedem 
Punkte der einen Ebene den Schnittpunkt der beiden ihm ent- 
sprechenden Geraden der andern Ebene zuordnet [Reye (14)]- 
Bezeichnen wir die Punkte der Geraden p', welche in 
einer Korrelation dem Punkte P entspricht, als konjugiert 
zu P, so sind die entsprechenden Punkte der quadratischen 
Transformation konjugiert in den beiden Korrelationen, und 
wir können das obige Resultat auch wie folgt ausdrücken: 
Bezieht man zwei Ebenen in doppelter Weise 
reziprok aufeinander, so bilden die in beiden Kor- 
relationen einander konjugierten Punkte eine qua- 
dratische Transformation. 
Wählen wir als eine der beiden Korrelationen eine aus- 
geartete (vgl. G, T. I. H, 124, 255), welche sieh wie folgt er- 
gibt. In den beiden Ebenen e und e' werden zwei projektive 
Strahlenbüschel S und B' angenommen. Irgend ein Punkt P 
bestimmt dann mit S verbunden einen Strahl, und den ihm 
im Büschel 8' zugewiesenen Strahl f' ordnen wir dem Punkte P 
zu. Dem Punkte S entspricht jeder Strahl von c' und analog 
dem Punkte iS' jeder Strahl von t. Daraus folgt aber ohne 
weiteres die Richtigkeit folgender bemerkenswerten, von 
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Asckieri (18) direkt abgeleiteten Erzeugungder quadratischen 
Verwandtschaft: 

„In den beiden Ebenen e und s' sind zwei projektive 
Strablenbüschel iS und S' gegeben; außerdem besteht zwischen 
beiden Ebenen eine reziproke Beziehung. Irgend ein Punkt P 
liefert mit S verbunden einen Strahl p , dem im Büschel S' 
ein gewisser Strahl p' entspricht. Die reziproke Beziehung 
dagegen ordnet dem Punkte P einen gewissen Strahl p^ zu. 
Schneiden eich p' und py in P", so besteht zwischen P und P' 
eine allgemeine quadratische Verwandtschaft." 

Die F.-Systeme in den beiden Feldern auf Grund dieser 
Erzeugung abzuleiten, bietet keine Schwierigkeiten. "Weiter 
läßt sich aber diese Betrachtung, wie später zu zeigen sein 
wird, auch direkt auf den Eaum übertragen. 

Bestimmung einer quadratischen Transformation. 

14. Eine Korrelation, z. B, die durch die erste der 
Gleichungen (7) gegebene, enthält neun homogene, also acht 
wesentliche Konstante. Lst irgend ein Paar konjugierter 
Punkte Xi, xl gegeben, so liefert es durch Einsetzen der 
Werte eine Beziehung zwischen den Eonstanten der Kor- 
relation, Es folgt daraus: 

Eine reziproke Beziehung ist durch acht Paare 
konjugierter Punkte gerade und eindeutig bestimmt. 

Denn wir erhalten dann acht lineare Gleichungen zur 
Berechnung der acht unbekannten Koeffizienten tt,i . — Ver- 
einigen sich in zwei Paaren konjugierter Punkte zwei Punkte, 
der gleichen Ebene, so daß also z. B. einem Punkte P von s 
die Punkte P* und P' von s' konjugiert sein sollen, so ist 
die Verbindungslinie P'P' die dem Punkte P entsprechende 
Gerade. An Steile zweier Paare konjugierter Punkte kann 
also auch die Angabe eines Punktes und der ihm entsprechen- 
den Geraden treten. Im speziellsten Falle wird mithin eine 
Korrelation durch vier Punkte im einen und vier Gerade 
hn andern Feld festgelegt. {G. T. I. 76.) 

Für die quadratische Verwandtschaft beweisen wir jetzt 
folgenden Satz; 

Durch sieben Paare entsprechender Punkte ist 
eine quadratische Traneformation eindeutig bestimmt. 
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Denken wir uns in die erste der Gleichungen (7) die 
Koordinaten eines Paares konjugierter Punkte eingesetzt und 
sie auf die Form gebracht 

so sind dabei die Konstanten A, S, . . ., J in einfacher 
Weise aus den Koordinaten des gegebenen Punktpaares 
zusammengesetzt. Kennt man sieben Paare konjugierter 
Punkte, so kann man also sieben Gleichungen wie (11) an- 
setzen und aus diesem linearen System die sieben Koeffi- 
zienten «n,..., «31 der linken Seite als Funktionen der 
rechts stehenden bestimmen. Die Auflösung mittels Deter- 
minanten läßt sofort erkennen, in welcher Form sich diese 
Koeffizienten darstellen: Es ist z. B. 

«11 =La^^ +-3i'<»33 

%j = ^«ss + P<hs 1SW. 
Setzt man diese Werte in die erste der Gleichungen (7) ein, 
so ergibt sich eine Pelation: 

(12) %, JJj + «33 JJg - . 

Dabei sind ü^ = und iJ^ = bilineare Gleichungen, 
welche also je eine Korrelation vorstellen. Die gegebenen 
sieben Punttpaare sind konjugiert in jeder dieser beiden 
Korrelationen. Andrerseits haben aber diese beiden rezi- 
proken Beziehungen unendlich viele konjugierte Punktpaare 
gemein, welche nach 13. eine quadratische Verwandtschaft 
bilden. Für irgendwelche Werte von a^^ und a^^ gibt ferner 
die Gleichung (12) eine reziproke Beziehung, welche diese 
quadratische Verwandtschaft ebenfalls als System konjugierter 
Punkte enthält. Es ist also in der Tat durch die sieben 
Punktpaare eine quadratische Transformation bestimmt. 
Weiter erkennt man aber leicht, daß es nur eine solche 
e Transformation geben kann. Denn angenommen, 
i noch eine zweite derartige Verwandtsc liaft mit den 
sieiDen gegebenen Paaren als entsprechenden Punkten, so 
würde einem Punkte X in der ersten quadratischen Be- 
ziehui^ ein Punkt X', in der zweiten ein Punkt JS" ent- 
sprechen. Dann wären aber X, X' und X, X" konjugierte 
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Punktpaare in beiden Reziprozitäten Jt^ = und ifg = ; 
diese hätten neun Punktpaare gemein, müßten also identisch 
sein, was nicht möglich ist Wir haben demnach gefunden: 
Es gibt unendlich viele Korrelationen, welche 
sieben gegebene Punktpaa-re als konjugierte ent- 
halten, und ii^end zwei dieser Korrelationen be- 
stimmen in den für beide gemeinsam konjugierten 
Punktpaaren die gleiche quadratische Transformation. 
15. Vereinigen sieh zwei Punkte zweier Paare, so daß 
also z. E. dem Punkte P die Punkte P' und P' entsprechen, 
so muß P ein F.-Punkt der einen Ebene und die Verbindungs- 
linie P'P' eine F.-Gerade der andern Ebene aein. Die An- 
gabe eines F.-Punktcs und der entsprechenden F.-Linie 
in einer quadratischen Transformation zählt also für zwei 
Paare entsprechender Punkte. 

Man kann demnach eine quadratische Verwandtschaft 
in folgender Weise bestimmen: 

a) durch sieben Paare entsprechender Punkte; 

b) durch einen F.-Punkt, seine entsprechende F.-Linie 
und fünf Paare entsprechender Punkte; 

c) durch zwei F.-Punkte, ihre entsprechenden F.-Linien 
und drei Paare entsprechender Punkte; 

d) durch die drei F.-Punkte, die drei entsprechenden 
F.-Linien und ein Paar entsprechender Punkte. 

Die zuletzt erwähnte Art der Bestimmung bildete früher 
(2.) den Ausgangspunkt unserer Betrachtung. Es mag hier 
auch noch bemerkt werden, daß die F.-Punkte in beiden 
Ebenen entweder alle drei reell sind oder paarweise kon- 
jugiert imaginär. Einem reellen F.-Punkte ist stets wieder 
ein reeller F.-Punkt zugeordnet. Denn dem Strahl enbüschel 
reeller Geraden, welches ein reeller F.-Punkt trägt, muß 
wieder ein solcher Strahlenbiischel entsprechen. Ein ima- 
ginärer F.-Punkt enthält aber nur eine reelle, durch ihn 
hindurchgehende Gerade. 

Zusatz, Bestimmen wir im Falle a) ganz allgemein 
die quadratische Transformation durch sieben Paare ent- 
sprechender Punkte und denken wir uns zwei zugeordnete 
F.-Punkte, z, B. A^ und Bf gefunden, so ist der Strahlen- 
büschel A^ dem Strahlenbüschel B( projektiv, und den sieben 
Strahlen von J^ nach den gegebenen sieben Punkten des 
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einen Feldes entsprechen die sieben Strahlen von £( nach 
den sieben Punkten des zweiten Feldes. Es gibt also 
höchstens drei Punkte in jeder Ebene von der Eigenschaft, 
daß zwei gegebene Gruppen von je sieben Punkten aus 
ihnen durch projektive Strahlenbüschel projiziert werden. 
Über die Konstruktion dieser Punkte und die damit za- 
sammenhängenden Probleme hat Sturm (15) weitere Unter- 
suchungen angestellt 

§ 5. Sie Transformationen mit zusammenßillendett 
F.-Punkten. 

Die Transformation mit zwei zusammenfallenden 
F.-Punkten. 
16. Es kann auch vorkommen, daß von den drei P.- 
Punkten, die bei einer quadratischen Transformation in jedem 
der beiden Felder auftreten, zwei zusammenrücken oder daß 
alle drei sich vereinigen. Diese Vei-wandtsehaften erhalten 




wir, wenn wir bei der Bestimmung der projektiven Strahlen- 
büschel A^ , Bl, A^ , J?^ statt der allgemeinen Annahmen von 
1. bestimmte speziellere machen. Geben wir uns wieder die 
Punkte^i,^3inderEbenee{Fig.l6a)und5i',5iine'(Fig.l6b) 
beliebig und ordnen wir in den Strahlenbüseheln A^^, Bl dem 
Strahle ^i-^a oder x den Strahl SlSi oder w', ferner einem 
Strahle u den Strahl u' zu, werden weiter in den Büscheln A^ 
imd Bi die Strahlen y, v, s der Figur den Strahlen y', 
v', s' zugeordnet, so ist die projektive Beziehung der letzt- 
genannten Büschel dadurch bestimmt. In den Büscheln A^ 
und JS( dagegen dürfen wir noch einen Strahl w und den 
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zugeordneten w' beliebig annehmen. Nun sind wir wieder 
ganz wie früher imstande, zu jedem Punkte des einen Feldes 
einen Punkt im andern zu konstruieren, aber wir übersehen 
auch sofort, daß die früher (S. 2) mit A^ und Ti^ bezeichneten 
Punkte jetj;t mit A^ bew. ^J zusammenfallerk. 

Um die Formeln für diese Transformationen abzuleiten, 
bringen wir noch w und s in X^ sowie w' und y' in Jg 
zum Schnitt und benutzen A^Ä^%^ bzw. W^^!^Y'^ als Ko- 
ordinatendrei ecke, wobei Xj und T^ jetat weder singulare noch 
entsprechende Punkte sind. Bestimmt man dann ganz wie 
in 2. für jede der beiden projektiven Beziehungen die zu- 
gehörige bilineare ßelation und eliminiert die Parameter, so 
erhält man leicht: 

x^ : 3^2 ; 3^ = a a^s ^ : 6 x[x'^ : c x^x^ 
und daraus 

a^i : a^ : iCa = aJ-a^ : c^x^x.^ : icx^x^ , 
Beide Gruppen von Gleichungen lassen das gleiche Bildungs- 
gesetz erkennen. 

Geometrisch oder unter Benutzung dieser Formeln zeigt 
man, daß einer beliebigen Geraden, z. B. im Felde s, ein 
K^elachnitt in e' entspricht, welcher durch S( und B^ geht, 
im letztern Punkte aber überdies die Gerade B^ ^s berührt. 
Die Punkte A^ und A^ sind die F.-Punkte der Ebene e, 
B{ und B'i die von e'; aber man kann sagen, daß der dritte 
F.-Punkt A<^ unendlich nahe an A^ herangerückt ist auf der 
Geraden A^ X^ , während B'^ auf B'^ Fg zu B!^ benachbart liegt. 

Dem Punkte A^ bzw. den durch ihn gehenden Eich- 
tungen entsprechen, wie im allgemeinen Falle, projektiv die 
einzelnen Punkte von B'^Y^ und analog verhalten sich B[ 
und A^ Xg , Dagegen entspricht jeder Richtung durch A^ 
jetzt eine Richtung durch B'^ (3.). Eine Ausnahme macht 
bloß die F.-Gerade A^Ji.^ ; dieser Richtung entsprechen alle 
Punkte von BiB^ und ebenso der Richtung B^Y'^ die 
Punkte von A-^ A^ . 

Irgend eine Kurve n-ter Ordnung von £ in allgemeiner 
Lagenbeziehung in bezug auf das F.-Systcm geht durch 
diese Transformation in eine Kurve von der Ordnung 2« 
über, die Bl und B^ je zu jj-£aehen Punkten hat, aber die 
«Tangenten im letztem fallen sämtlich mit B^Y^ zusammen. 
Die Singularität in B^ kann entstanden f ' ' 
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der Vereinigung von zwei gewöhnlichen «-fachen Punkten. 
Wählt man z. B. einen Kegelschnitt 

'^ii ^1 + "^a ^ + f^as *3 + 2 f*iä iCj a:^ + , . . = , 

ao gellt derselbe für a = b — c ~ 1 über in die Kurve vierter 
Ordnung 

%i arg* -j- 0122^1^^2^ + fha^l^^a^ + 2 a^^ 37( a^^ a;P 
-{-^Oj^gX^x^'^ + 2a23xpx^xi = 

und diese hat in Bf oder iC^ = , iCg = einen gewohtilichen 
Doppelpunkt, während B^ oder a^J = , a^g = ein sogenannter 
„Berührungsknoten" ist Die Kurve besitzt in ihm eine 
Selbstberührung, d. h. zwei Ätte derselben berühren sieh 
von außen oder innen. Durch das Zusammenrücken zweier 
Doppelpunkte läßt sich die Entstehung dieser Singularität 
sehr gut veranschaulichen. 

Um endlich diese Transformation auch in rechtwinkligen 
Koordinaten darzustellen, setzen wir 

in der Ebene e: a: = — , y ^—- > 



in der Ebene e': x'= ~, % 
und erhalten die einfachen Gleichungen; 



Das ist die Transformation, welche Noether (17, 21) haupt- 
sächlich zur Auflösung von Kurvensingularitäten verwendet. 

Die Transformation mit drei zusammenfallenden 
F.-Punkten. 
II. Um die Transformation mit drei vereinigten F.- 
Punkten geometrisch herzuleiten, müssen wir, da in diesem 
Falle nur ein Paar entsprechender Strahlenbüschel vorhanden 
ist, etwas anders verfahren. Es seien JC^X^Ü^ und Y[Y^Y^ 
die beiden Koordinatendreiecke in den Ebenen s und e'. 
Die Punkte X^ und Y( mögen projektive Strahlenböschel 
tragen in der Art, daß den Ötrahlen X^X^ und X^-S^« die 
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Strahlen 71 Y^ und Y^Yg entsprechen. Dem Punkt« X^ 
sei der Punkt Y^ zugewiesen und wir ordnen nun dem 
Strahlenhüscliel Xg ein Kegels chnittbüschel durch Y^ zu, 
das in ¥[ drei vereinigte Grundpunkte hat, dessen Kegel- 
schnitte sieh also sämtlich ia yj oskulieren. Ein Beit^piel 
für ein solches Büschel liefert uns die Gr. T. I, 143. S. 246 
behandelte Aufgabe, in der wir nur den Punkt J5 variieren 
zu lassen brauchen, um ein System von Kegelschnitten zu 
erhalten, welche alle den gegebenen Kreis in Ä oskulieren. 
AVird nun der Strahlenbüschel X^ projektiv auf diesen Kegel- 
sehnittbüschel bezogen, so liefert jeder Punkt P der Ebene e 
je einen Strahl nach X^ und X^ . Dem ersten entspricht 
in e' ein Strahl durch T(, dem zweiten ein Kegelschnitt 
dieses Buscheis und beide schneiden sich außer in Yi im 
entsprechenden Punkte P'. 

Die rechnerische Durchführung bietet keine Schwierig- 
keiten. Die Seite Y[ Yg oder a^j = sei die gemeinsame 
Tangeute aller Kegelschnitte des Büschels. Dieselben er- 
scheinen, da sie durch Y^ oder a^f = 0, iKg = hindurch- 
gehen, in der Form 

«33 ^a ^ + 2 «23 x^x^ + 2 Oja ^1*2 == ■ 
Ein zweiter Kegelschnitt sei 

«83^^ + 2 flsa iT-J «3 -f 2a^2^i^i = • 
Eliminieren wir aus beiden Gleichungen das Glied mit x^'^, 
so erhalten wir in 3;^ = "^*^ 

(«äs ais — «23 -^äs) ^3 + («1« «^33 — «12 «ss) a^i = 
ein Geradenpaar, das durch die vier Schnittpunkte der 
beiden Kegelschnitte hindurchgeht. Soll in TJ ein dritter 
Schnittpunkt gelegen sein, so muß die obige Gerade durch 
Y{ gehen, d. h. ic^ = werdeu, folglich hat man 

»IJ (tg's - «i'a «83 = 

oder 

«38 = — "' "la > «33 = —»»«12 - 

Die Gleichung des Kcgelschnittbüsehels wird dann 

«28 x^Xg + %2 (xlx^ ~ mxs^} = 
d er 

x^x^ + M{xixi — mxP) = , 

Doehlemann, Geoinetriacho Traosformationen. n. 3 



y Google 



34 !■ Quadratische Transformationen allgemeiner Art. 

m ist dabei unveränderlich, M aber der variabele Parameter. 
Dieser Kegelschnittbüsehel wird nun projektiv auf den 
Strahlenbüschel 

x^ — ÄXg = 

bezogen, wobei zu beachten, daß dem Strahle x^ = auch 
a^g =-- entsprechen muß, d.h. es soll für /l = oo M = 
werden. Ordnen wir weiter dem Strahle x^ = den Kegel- 
schnitt xlx^ — 131X^ = zu, so heißt dies: J =0 und M=oo 
sind zusammengehörige Werte. Die bilineare Gleichung 
zwischen A und M hat demnach die Form 



Wird andrerseits die projektive Beziehung der Büschel 
- ^ Xg = und «2 — « iCg = in der Form 



dargestellt, so erhalten wir die Formeln: 



x[\ X2'.x^ = h{c'^x^x^-\-mahx\) : ac^ x\: ahcx^x^ . 

Dies sind, abgesehen von den Konstanten a, h, c, welche 
= 1 gesetzt werden können, ganz die nämlichen Formeln. 
Wir erkennen daraus, daß die drei F.-Punkte einer jeden 
Ebene sich bzw. in X^ und ¥( vereinigt haben und daß 
iCg = und 3^ = die gemeinsamen Tangenten der oskulieren- 
deu Kegelschnitte sind, welche dem Netze der Geraden 
bzw. im andern Felde entsprechen. Die Richtungen durch 
X^ und ¥( entsprechen sich; aber jedem Punkte von Xj = 
entspricht die Richtung x^ = durch Y{ und analog wird 
jedem Punkte von xj = der auf x^ = zu X, unendlich 
benachbarte Punkt zugeordnet. Eine beliebige Kurve «-ter 
Ordnung in e geht in eine solche (2K)-ter Ordnung über, 
welche in Y'f einen «-fachen Punkt besonderer Art hat, in- 
sofern seine n Tangenten mit x^ = sich vereinigt haben. 
Derselbe kann entstanden gedacht werden aus der Vereinigung 
dreier gewöhnlichen w-facheii Puulite. 
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Betrachten wir beispielsweise einen Kegelschnitt 

ß[i 3;f + «32 a:| + «33 icl + 2 %a 3^1 iCa + . . . = , 

so geht derselbe für a = 6 = c = 1 Über in die Kurve vierter 
Ordnung 

*^ii W^i — ma;^^) + o^j a^^ + «93 ^ ^^ ^ + Soia 3^ ^ (x^x^ — mx.y) 
+ 2 «13 a:2 «g («( 3^2 —mxP) + 2a^gXi^Xg = . 

Diese Kurve hat in w^^O, 3^3 = einen sogenannten 
Oskulationsknoten, in dem sich zwei Aste der Kurve 
oskulieren. Derselbe entsteht aus der Vereinigung von drei 
gewöhnlichen Knoten- oder Doppelpunkten, 

Wie man also die allgemeine rationale Kurve vierter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten untersuchen kann, indem 
man sie aus einem Kegelschnitt durch eine allgemeine 
quadratische Transformation herleitet, so steht es uns frei, 
auch die soeben erwähnten rationalen Kurven vierter Ord- 
nung besonderer Art als Transformierte eines Kegelschnittes 
zu betrachten, sofern wir nur eine der speziellem quadra- 
tischen Transformationen benutzen. 

§6. Steiners räumliciie Erzeugnng einer quadratischen 

Transformation. Quadratische Verwandtschaft beliebiger 

Grundgebilde zweiter Stufe. 

Quadratisch verwandte Ebenen als Schnitte einer 
linearen Strahlenkongruenz. 
18. Sind zwei Gerade a und h beliebig im Eaume 
gegeben, so bilden alle Geraden, welche gleichzeitig a und J> 
breffen, ein Strahlen System oder eine Kongruenz erster Ord- 
nung und erster Klasse, d. h. durch irgend einen Punkt P 
des Raumes geht ein Strahl desselben, die Schnittlinie der 
Ebenen (Pa) und (Pi) und in jeder Ebene ji liegt von ihm ein 
Strahl, die Verbindungslinie der Schnittpunkte (jt a) und (sz h). 
Schneiden wir diese „!ineare_Strahlenkongruenz" mit irgend zwei 
Ebenen e und e' und ordnen jedem Punkte P der einen Ebene 
denjenigen Punkt P' der andern Ebene e' zu, in welchem sie 
von dem durch P gehenden Strahl des genannten Strahlen- 
systems getroffen wird, so ist die dadurch hergestellte Ver- 
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wandtschaft der beiden Ebenen im wesentlicheii identisch 
mit der von uns betrachteten birationalen, quadratischen 
Transformation. Das ist rein stereometrisch in folgender 
Weise zu erkennen; Ziehen wir in der einen Ebene, etwa 
in e, irgend eine Gerade g. Alle Geraden, welche a und b 
sowie g treffen, bilden nun aber eine Regelschar zweiter 
Ordnung, welche aus der Ebene s' einen Kegelschnitt aus- 
schneidet, dessen Punkte denen von g entsprechen. Damit 
ist bereits der quadratische Charakter dieser eindeutigen Trans- 
formation nachgewiesen. Die F.-Punkte in jeder Ebene er- 
geben sich wie folgt: Die Geraden a uad b treffen die 



Ebenen e und e' bzw. in den Punkten A.^, S[, A^, S^ 
(Fig. 17); die Sehnitthnie s der beiden Ebenen liefert mit 
der Verbindungslinie A.iA^ den Schnittpunkt J?^, mit BfB^ 
den Schnittpunkt A^. Dies sind die beiden P.-8ysteme, die 
in der zur Erzeugung dienenden Konstruktion eine Aus- 
nahmestellung einnehmen. Zum Punkte A^ z. B. gehören 
alle Strahlen durch A^ in der Ebene (^16); diese Ebene 
aber schneidet aus s' die entsprechende F.-Gerade B!^B^ ans. 
Eür den Punkt A^ aber ergibt sich als zugehöriger Ötrahl 
des Strahlen Systems die Linie S{B^, welche ganz in e' liegt, 
so daß jeder ihrer Punkte als Schnittpunkt mit s' 
werden kann. 
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Fügen wir noch hinzu, daß die beiden Ebenen e und e' 
sich in einer speziellen Lagenbeziehung befinden, oder mit 
andern Worten: irgend zwei quadratisch aufeinander bezogene 
Felder, p;egeneinander irgendwie im ßaume fixiert, erzeugen 
in den Verbindungslinien entsprechender Punkte natürlich 
kein Strahlen System erster Ordnung und erster Klasse. Die 
besondere Art der gegenseitigen Orientierung der beiden 
Ebenen in unserm Falle besteht aber darin, daß A^ auf 
B[B^, JB^ auf A^A^ gelegen ist und daß die Schnitthnie s 
der beiden Ebenen sich Punkt für Punkt selbst entspricht. 
[Steiner (2).J 

Beliebige Grundgebilde zweiter Stufe in 
quadratischer Verwandtschaft. 

19. Bisher haben wir uns auf die birationale, quadra- 
tische Verwandtschaft zwischen Punktfeldern beschränkt, 
d. h. nur Punkt Verwandtschaften untersucht. Ganz ebenso 
können wir aber auch die Geraden zweier Ebenen in ein- 
eindentige, quadratische Beziehung bringen, zu welchem Be- 
hufe wir einfach die bisherigen Betrachtungen und Kon- 
struktionen nach dem Duahtätsgesetz umzuformen hätten. 
Oder wir könnten auch dem Punkte in der einen Ebene 
eine Gerade in der andern entsprechen lassen, wodurch 
wir zu einer reziproken Beziehung höherer, d. h. zweiter 
Ordnung geführt würden. 

Es steht uns auch frei, zwei Strahle nbündel S und S^ 
quadratisch aufeinander zu beziehen, indem wir z. B. die 
Strahlen derselben eindeutig einander zuordnen. Wir hätten 
dann in jedem Bündel drei Fundamentalstrahlen einzuführen, 
den Ebenen des einen Bundeis entsprechen Kegelflächen 
zweiter Ordnung dem zweiten durch die drei Hauptstrahlen usw. 

Um ein Beispiel für eine solche quadratische Strahlen- 
Verwandtschaft zu erwähnen, seien auf einer Fläche zweiter 
Ordnung F^ zwei Punlcte S und S^ angenommen, und es soll 
jedem Strahl des einen Bündels derjenige des andern Bün- 
dels zugeordnet werden, welcher durch den zweiten Schnitt- 
punkt des ersten Straides mit der Fläche F^ geht. Die 
dadurch definierte eindeutige Verwandtschaft ist eine quadra- 
tische. Denn luvend eine Ebene durch S schneidet aus der 
Fläche F^ einen Kegelschnitt aus und den Strahlen in dieser 
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Ebene entsprechen die Strahlet] des Kegels, der diesen 
Kegelschnitt ans S, projiziert. Die durch die Punkte S 
und Si gehenden Erzeugenden der Flache geben zu,sammen 
mit der Verbindungslinie SS^ die P.-Geraden in jedem 
Bündel. Also werden die Punkte einer Fläche zweiter Ord- 
nung aus irgend zwei festen Punkten dieser Fläche durch 
quadratisch aufeinander bezogene Strahlenbündel projiziert. 
Man beachte den Unterschied zwischen dem entsprechenden 
Satae über Kegelschnitte. 

§ 7. Quadratisch verwandte Systeme in yereinigter läge. 

Koinzidenzpunkte, Koinzidenzkurven. 

20. Betrachten wir jetzt quadratisch aufeinander be- 
zogene Systeme, die ineinander liegen. Denken wir uns 
also etwa eine Ebene punktweise quadratisch auf sich selbst 
bezogen. Irgend einen Punkt derselben können wir dann 
zu dem einen oder andern der beiden Systeme rechnen und 
demgemäß mit J oder K' bezeichnen. Es entsprechen ihm 
die beiden Punkte J' und K. Dies führt uns zu folgenden 
Fragestellungen: Gibt es Punkte, die mit den ihnen ent- 
sprechenden vereinigt liegen? Können wir ferner Punkte 
finden, für welche die beiden entsprechenden Punkte sich 
vereinigen, so daß also dem Punkte j, K' in beiden Systemen 
der Punkt J"', K entspricht? Die Punkte der ersten Art 
wollen wir Koinzidenzpunkte (Doppelpunkte) nennen, und 
wir werden nach ihrer Zahl fragen und ob dieselben nicht 
auch in unendlicher Zahl, d. h. auf Kurven angeordnet, auf- 
treten, die wir kurz aJs „feste" oder Koinzidenzkurven 
bezeichnen wollen. Die Punktpaare der zweiten Art ent- 
sprechen sich „involutorisch". Treten sie in unendlicher 
Zahl auf, so führen sie zu Kurven, die in der Transformation 
einander involutorisch entsprechen oder die in sich selbst 
involutorisch transformiert werden. Daran wird sich dann 
naturgemäß die Frage schließen, ob die quadratische Beziehung 
durchweg den involutorisehen Charakter besitzen kann, so 
daß jeder ihrer Punkte einem andern doppelt entspricht. 

Um nun zunächst die Koinzidenzpunkte einer quadra- 
tisch in sich transformierten Ebene zu ermitteln, betrachten 
wir die zugeordneten F.-Pimkte A^ und Si und die in ihnen 
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gelegenen projektiven Strahlenbüsehel. Ein Paar solcher 
zugeordneter F,-Punkte ist ja immer reell. Diese projektiven 
Strahlenbüsehel erzeugen einen Kegelschnitt K^ , der durch 
Äi und Bi geht. Entspricht ein Punkt der Ebene sich 
selbst, so liefert er, mit A-i und Bl verbunden, entsprechende 
Strahlen der beiden Büschel. Die eventuellen Koinzidenz- 
punkte liegen demnach jedenfalls auf dem Kegelschnitte K^ . 
Sind auch die weiteren F.-Punkte A^ , B^ reell, so erzeugen 
die Strahlenbüsehel in ihnen bzw. die Kegelschnitte K^ 
und K^ und die drei Kegelschnitte Ä'^ , K^, K3 schneiden 
sich in vier Punkten, welche die einzigen Koinzidenzpunkte 
dea Feldes sein müssen. 

Ist bloß der Kegelschnitt K^ reell vorhanden, so be- 
trachten wir ihn als zur Ebene e gehörig. Dann entspricht 
ihm in e' eine Kurve dritter Ordnung, welche in B[ einen 
Doppelpunkt hat, während sie durch B^ und B^ noch je 
einfach hindurchgeht. Die F.-Gerade B^B^ ist ausgeschieden. 
Diese Kurve dritter Ordnung hat mit K^ außer B{ noch 
vier Schnittpunkte gemein. Ist X einer derselben, so ent- 
sprechen sich die Strahlen A^X. und B{X in den projektiven 
Btrahlenbüscheln, Der dem Punkte X. entsprechende Punkt-X' 
muß also auf dem Strahle B[X und auf der obengenannten 
Kurve dritter Ordnung gelegen sein. Da aber B[X. außer 
im Doppelpunkte B( bloß noch, in X diese Kurve schneidet, 
so kann X' von X nicht verschieden sein. Daß diese Ko- 
inzidenzpunkte auch imaginär sein können, braucht wohl 
kaum bemerkt zu werden. 

Im allgemeinen enthält folglich eine quadratische Trans- 
formation vier Koinzidenzpunkte und durch diese gehen 
auch die drei Kegelschnitte hindurch, welche die projektiven 
Strahlenbüsehel ans je zwei zugeordneten F.-Punkten er- 
zeugen. Diese drei Kegelschnitte bilden demnach ein Büschel. 

Ein Kegelschnitt als Koinzidenzkurve. 

21. Diese Betrachtungen können wir nun auch weiter 
verwenden, um zu zeigen, daß ein Kegelschnitt als Koinzi- 
denzkurve auftreten kannj dies findet nämlich dann statt, wenn 
zwei dieser Kegelschnitte, z. B. Ä, und K^ , zusammen- 
fallen. Damit der Kegelschnitt überhaupt wieder in einen 
Kegelschnitt übergeht, muß er zwei von den F.-Punkten 
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einer jeden Ebene enthalten. "Wählen wir dementspreclieud 
ii^end einen Kegelschnitt Ki^i und auf ihm beliebig die 
Punkte Ai^ , A^ , B'i , B2 (Fig. 18). K^^ benutzen wir, um 
die Büschel A.^ und B[ einerseits, A^ und B^ andrerseits 
projektiv aufeinander zu beziehen. Wird also ein Punkt F 
beliebig angenommen, so ziehen wir die Verbindungslinien JjP 
und A2B. Nach den zweiten Schnittpunkten derselben mit 
fi'12 laufen von B'^ bzw. B^ die entsprechenden Strahlen, 
welche sich im entsprechenden Punkt P' begegnen. Jeder 




Punkt von -ffi,B entspricht sich dann sclb'-t Die noch fehlen- 
den F.-Punkte A^ und Bi cjgeben sich wie froher (1.), es 
entspricht nämlich 

dem Strahle AiA^ als Strahl des Büschels A^ der Strahl B[A^ , 
„ ^A „ ,' ,: >. A » » ^iA- 
Folglich schneiden sich B[Ä,^ und £JA iß ^Ä- Weiter 
entspricht aber 

dem Strahle B[B!^ als Strahl des Büschels B[ der Strahl A^B^ , 

„ „ BiB{„ „ „ „ B!^ „ „ A,Bi. 

A^B^ und A^B[ liefern in ihrem Schnittpunkte mithin den 

r.-Punkt A^, d. h. J.3 fällt mit B^ zusammen. Femer wird 
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auch jeiäer Strahl des Büschels Ag mit dem entsprechenden 
des Biiscliels JBg zusammenfallen, da ja die beiden Schnitt- 
puiikle mit K^^ sich selbst entsprechen. Der dritte Kegel- 
schnitt S^ bildet sich demnach nicht aus. Bezeichnen wir 
den Schnillpunkt von ji^Jj und ÜiB^ mit X, so verdient 
noch Erwähnung, daß der Strahl Ä^X involutorisch in 
sich selbst übergeführt wird. Entspricht doch dem Punkte Ag 
oder B-^ in beiden Systemen der Punkt X. Auf jeder 
andern Geraden g des Büschels A3 dagegen erhält man eine 
Projekt! vi tat; in derselben ist dem Punkte Af_ bzw. S^ der 
Schnittpunkt von g mit JS^B^ bzw. der mit AiA^ zugeordnet, 
während die Schnittpunkte von g mit K^^ natürlich als die 
Doppelpunkte der projektiven Beziehung erscheinen. 

Diese letztere Bemerkung gibt uns die Mittel an die 
Hand, diese Verwandtschaft auch in dem Falle geometrisch 
verfolgen zu können, wo A^, A^, Bi, B^ imaginär sind, 
Die Verbindungslinien je zweier dieser Punkte bleiben ja 
reell. Geben wir uns dementsprechend einen Kegelschnitt K^^ 
und zwei ihn nicht schneidende Gerade a und b. Die ima- 
ginären Schnittpunkte von a bzw. b mit K^^ seien die F.- 
Punkte Aj^ , A2 und B(, B^. Nach bekannten Methoden 
findet man den Punkt Ag , der mit B3 zusammenfällt. Auf 
jedem Strahl durch A^ ist dann die projektive Beziehung 
bestimmt, da wir außer den reellen oder imaginären Doppel- 
punkten auf K^^ ja sogar zwei entsprechende Punkte kennen. 
Es kann also zu jedem Punkte P der entsprechende P' 
ermittelt werden. 

Eine Gerade als Koinzidenzkurve. 
22. Statt die Büschel A^ , Bf und A^ , B'i durch einen 
Kegelschnitt projektiv aufeinander zu beziehen, können wir 
sie auch vermittels einer Geraden in perspektive Be- 
ziehung bringen. Wir wählen also eine Gerade g beliebig, 
ebenso die Punkte A^, B[, A^, B^ (Fig. 19). Ist irgend 
ein Punkt P angenommen, so verbinden wir ihn mit A^ 
und A^. Durch die Schnittpunkte dieser Verbindungslinien 
mit g gehen die entfiprech enden Strahlen nach B[ und B^, 
welche sich im entsprechenden Punkte P' begegnen. Leicht 
erkennt man, daß A^ der Schnittpunkt von -B(!b^ mit g und 
B3 der Schnittpunkt der gleichen Länie mit Ä^ A^ . Die ganze 
Anordnung gleicht derjenigen, wie sie bei der Steinerschen 
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Verwandtschaft (l8.) in zwei verschiedenen Ebenen vorlag. 
Die Verbindungslinien jI^Bj und A^B.^ gelien in sich selbst 
über, ihr Sehnittpunkt G ist ein isoliert gelegener Koinzidenz- 
punkt. Die Linie g entspricht sich Punkt für Pnnkt selbst. 

Das involntorische Punktpaar. 
23. Wenden wir uns jetat zur Untersuchung der Frage, 
ob zwei quadratisch verwandte Systeme in der gleichen Ebene 
bei allgemeiner gegenseitiger Lage involutorisch sich ent^ 
sprechende Punktpaare enthalten. Betrachten wir den Strahlen- 
büsehel in einem reellen F.-Punkte, etwa in A^ . Irgend einer 
Geraden g desselben entspricht eine Gerade g' des Strahlen- 
büschels J5,'. Rechnen wir die erste Gerade zur Ebene e' 
und bezeichnen sie dementsprechend mit h' so entspricht 
ihr ein Kegelschnitt Ky in e . Besehreibt g den Büschel A-^ , 
so durchläuft g' den Strahlenbüschel Si und Ä^' einen Kegel- 
seh nittbüschel, dessen Grundpmikte Ai,A2,Ag und der 
Punkt X sind, welch' letzterer dem Punkte A^ entspricht, 
wenn er als X.' der andern Ebene genommen wird. Der 
Strahlenbüschel g' und der Kegelschnittbüschel Ki,' sind pro- 
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jektiv aufeinander bezogen, und beide erzeugen in den 
Schnittpunkten entsprechender Gebilde eine Kurve dritter 
Ordnung (J.j)3. Dieselbe geht durch die PunkteAi,Ai,Äg,X 
und J5f hindurch. Ganz in der gleichen Weise können wir 
aber auch den Strahlen bii seh el B( benutzen, um durch die 
seinen Strahlen in beiden Ebenen entsprechenden Gebilde eine 
zweite Kurve dritter Ordnung (JB^)^ abzuleiten. Diese geht 
durch Bi, B2, Bi, Äi und durch den Punkt Y' hindurch, 
der dem Punkte Bg oder Y in e' entspricht. Betrachten 
wir jetzt die Schnittpunkte dieser beiden Kurven dritter 
Ordnung. Zu ihnen gehören zunächst die Punkte .^i^ und Bi, 
femer folgt aus der Erzeugung beider Kurven unmittelbar, 
daß sie beide durch die vier Koinzidenz punkte der Ver- 
wandtschaft hindurchgehen. Der Verbindungsstrahl Ä^ B[ , 
endlich kann als l oder m' genommen werden: Es entsprechen 
ihm dann bzw. zwei Strahlen V, m, und durch deren Schnitt- 
punkt Z gehen ebetifalla beide Kurven dritter Ordnung, da 
ja der Strahl Ä^B'^ in beiden Büscheln auftritt. Von den 
neun Schnittpunkten der Kurven {A^^ und (.Bf)^ bleiben 
demnach noch zwei übrig. Wird der eine derselben mit J 
bzw. mit K' bezeichnet, so müssen die beiden entsprechenden 
Punkte J' und K die Eigenschaft haben, auf einem Strahle 
durch Ai und in gleicher Weise auf einem Strahle des 
Büschels B[ gelegen zu sein. Auf der Verbindungslinie A^ B{ 
können sie aber nicht liegen — ■ dies tritt bloß für den Punkt Z 
ein — , also muß notwendig J' mit K zusammenfallen, so 
daß die beiden letzten Schnittpunkte der beiden Kurven ein 
involntorischea und gleichzeitig das einzige involutorische 
Punktpaar der Transformation liefern. Im allgemeinen Falle 
enthält mithin eine quadratische Punktverwandtschaft ein 
einziges involutorisches Punktpaar. Auf eine Untersuchung 
der sich involutorisch entsprechenden Kurven, welche eine 
solche Transformation unter Umständen enthalten kann, soll 
nicht eingegangen werden (Doehlemann (22)]. 

g 8. Die quadratiscii-iiiTolntorisclien Terwandtschaften. 

Die möglichen Fälle. 
24. Soll eine quadratische Transformation durchweg 
involutorisch sein und sind Ai und B'i zwei zugeordnete 
F.-Punkte, so muß einer Geraden g durch Ai eine Gerade g' 
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durch Bl entsprechen. Der gleichen Geraden g ist, wenn 
sie als Ä' genommen wird, wiederum g' als entsprechende 
Gerade h zuzuordnen. Folglich liegt auf h auch ein 
F.-Punkt Ai und auf h' der zugeordnete JJj . Also muß 
entweder A^ und S! zusammenfallen oder es deckt sich Ai 
mit Si und A^ mit Sc . Wenn demnach überhaupt quadra- 
tisch-involutorische Systeme möglich sein sollen, so können 
die beiden F.-Dreiecke sich nur in folgenden L 



a) Alle drei F.-Punkte fallen mit ihren zugeoMneten 
zusammen, also 

Ä^ = B[ ; A^ = B^; A^ ~ Bi . 

b) Einer der drei F.-Punkte fällt zusammen mit dem 
ihm zugeordneten, während die beiden übrigen Paare 
sieh verkehrt decken, also etwa 

A^ = Bi; A^ = Bl ; Ä^ ^ Bi . 

Im ersten Falle (Fig. 20) hat die Lage der beiden 
F.-Dreiecke schon zur Folge, daß die Transformation eine 
involutorisehe wird. Denn konstruieren wir die Beziehung 
ganz wie in 1., indem wir zu einem Punkte B noch seinen 
entsprechenden F" belieb^ geben, so entepricht nach dem 
Früheren 

dem Strahle A^ ^ imEüschel A^ der Strahl BlBg im Büschel .B( 
„ „ Bi'-Bä' „ „ Bi „ „ A^As „ „ Ai. 

Für dieses Strahlenpaar liegt mithin ein involutoriachea 
Entsprechen vor, so daß der ganze Strahlenbüschel A^ bzw. Bl 
involutorisch in sich selbst übei^eht. Das gleiche gilt für 
den Strahlenbüschel A2 oder B^. Dann muß aber jeder 
Punkt involutorisch dem ihm zugeordneten entsprechen, und 
auch der Punkt A^ oder Bg trägt eine Strahleniuvolution, 
Die vier Koinzidenz punkte liegen je in Gruppen zu zweien 
auf den Doppelstrahienpaaren der drei Straldeninvolutionen 
(Fig. 20), 

Analytisch stellen wir diese Beziehung sehr einfach dar 
durch die Gleichungen 

a b c 
xi : xfi, : x^ = — : — : — , 
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wobei sich die Xt und x'i auf das gleiche Koordinaten- 
dreieck AyA^A^ beziehen. Für die Koordinaten der Ko- 
inzidenz punkte erhalten wir durch die Annahme xl = xt die 
Verhältniszahlen ±fä , ±fb, +/c. 

Folgende geometrische Konstruktion ergibt sich dann 
unmittelbar für diese Verwandtschaft: Geheu wir aus von 




einem Dreieck A^ A^ A3 , so finden wir zu einem Punkte P den 
entsprechenden wie folgt: Wir verbinden P mit A^, A^, Ag 
und konstruieren zu diesen Strahlen je den vierten har- 
monischen in bezug auf die beiden durch die betreffende 
Ecke gehenden Dreiecks Seiten. Dann schneiden sich diese 
drei Strahlen in einem Punkte P', und zwischen P und P' 
besteht eine involutorisch-quadratische Beziehung, 

Eine andere Erzeugung der gleichen Verwandtschaft er- 
halten wir, wenn wir uns zwei Kegelschnitte K und L beliebig 
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in einer Ebene geben und jedem Punkte P den Schnittpunkt P' 
der beiden Polaren von P in bezug auf K und L zuordnen, 
P und F' sind dann bekanntlich konjugierte Punkte in bezug 
auf alle Kegelschnitte des durch Ä'und L bestimmten Kegel- 
schnittbüschels. Die Schnittpunkte von K und L werden 
Koinzidenzpunkte; daa gemeinschaftliche Polardreieck von K 
imd L gibt das System der F.-Punkte. Diese Ableitung der 
in volutorisch-qu ad ratischen Transformation gab Steiner (3) 
in seinen Vorlesungen. 

Zur wirklichen Ausführung von Zeichnungen empfiehlt 
eich folgende spezielle Annahme. Die Koordinaten eines 
Punktes seien proportional den senkrechten Abständen von 
den Dreiecksseiten (G. T. 1. 17. 23.) und die Einheitspunkte ein- 
ander zugeordnet (a = ö = c= 1); da eine Gerade x^ — Xx^—O 
dann in x^ — kXi—O übergeht, so liegen je zwei entsprechende 
Gerade der projektiv-involutorischen Strahlenbüschel zu den 
Winkelhalbierenden des betreffenden Dreieekswinkels sym- 
metrisch. Entspricht also P dem Punkte P', so sind die 
"Winkel PAgA^ und F'A^Aj einander gleich usf. {Fig. 20), 
woraus sieh eine bequeme Konstruktion entsprechender 
Punkte ergibt. 

Ermittelt man in gleicher Weise zu einem unendlich 
fernen Punkte den entsprechenden, so folgt aus der Figur 
sofort, daß er auf dem dem Dreieck Ai A^ Ag umschriebenen 
Kreise Hegt. Dieser Kreis enthält demnach die Bilder aller 
unendlich fernen Punkte. 

Pur den dem F.-Dreieek eingeschriebenen Kegelschnitt, 
welcher P zum Brennpunkt hat, ist nach bekannten Gesetzen 
P' der zweite Brennpunkt, Verändert sich ein solcher Kegel- 
schnitt in der Weise, da£ der eine Brennpunkt irgend eine 
Kurve w-ter Ordnung beschreibt, so ist die Bahn des zweiten 
Brennpunktes eine Kurve von der Ordnung 2 m mit «-fachen 
Punkten in den Ecken des Dreiecks. Man vergleiche auch 
die Arbeiten von Cayley (8) und Mathieu (9), die von 
allgemeineren Betrachtungen ausgehen, sowie eine kurze 
Notiz des Verfassers (20)- 

Die allgemeine Inversion, 
25. Im zweiten Falle, wo J.i = B(, A^^Bl, A^—Bi, 
braucht die Transformation noch nicht involutorisch zu sein. 
Ordnet man noch einem beliebigen Punkte P einen zweiten P' 
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zu, Bo sind die durch die projektiven Büscliel Äi , B[ und 
A^ , S2 erzeugten Kegelschnitte K^ nnd K^ bestimmt. Beide 
berühren in Äj und Ä2 bzw. die Linien A^A^ und AbÄ2, 
wie sich wiederum aus der Zuordnung der Strahlen leicht 
beweisen läßt. Soll diese Transformation eine involutorische 
werden, so müssen auch die Strahlen der Büschel A^ und Bi, 
sowie A^ und B^ sich doppelt entsprechen, d. h. einem 
Strahle u des Büschels A^ entspricht ein Strahl u' von B(, 




und dem gleichen Strahle u, sofern er als v' bezeichnet und 
zum Büschel Uj gerechnet wird, entspricht wieder u' als 
Strahl V des Büschels A^ . Dem Schnittpunkte (u , v) ist 
aber dann der Schnittpunkt {w', v'} zuzuweisen, woraus folgt, 
daß die beiden Kegelschnitte Ki und Kg zusammenfallen in 
~ - . - — ,j,^ ^ajj dieser sich Punkt für Punkt 



selbst entspricht. Im Büsche! A^ deckt sich jeder Strahl 
mit seinem entsprechenden. 

Irgend zwei entsprechende Punkte F und P' liegen 
folglich zunächst auf einem Strahle des Büschels A^ (Fig. 21), 
weiter aber so, daß sieh ^^Pund JBJP', sowie ^l^PundS^P' 
je in einem Punkte des Kegelschnittes K begegnen. Man 
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erkennt aber dann, daß die Polare von P in bezug auf K 
durch P' geht oder daß P und F' konjugierte Punkte sind 
in bezug auf den Kegelschnitt K. Damit gewinnen wir eine 
ganz neue Definition für diese involutorische Verwandtschaft: 
Gegeben ist irgend ein Kegelselinitt K und in 
seiner Ebene ein Punkt A^ ; einem belieliigen 
Punkte -P wird der auf dem Strahle Ä^T gelegene 
Schnittpunkt P' mit der Polaren von P in bezug 
auf K zugeordnet. 
Trifft die Verbindungslinie PF" den Kegelschnitt Kf, 
80 kann man zur Konstruktion von P" auch die Eigenschaft 
benutzen, daß P, P" harmonisch liegen zu den beiden Schnitt- 
punkten der Verbindungslinie PP" mit K. Dies ist immer 
der Fall, wenn Ä^ im Innern des Kegelschnittes angenommen 
wird. Die Polare von A^ hat daim mit dem Kegelschnitte K 
zwei imaginäre Schnittpunkte gemein, und dies sind die 
F.-Punkte A^ , S'^ bzw. A^, P[. Endlieh können wir uns 
auch von der Eealitat des Kegel^^chnittes K unabiiäng^ 
machen, wenn wir statt desselben ein Polaraystem einfuhren. 
Dieses ordnet ja ebenfalls jedem Punkte eine Gerade zu, 
und der Ordnungskegelsehnitt kann reell oder imaginär sein. 
Wir wollen diesen Fall der quadratischen, invo) utorischen 
Verwandtschaft als „allgemeine Inversion" bezeichnen [Hirst 
(10), (11), (12)]. Da man als Kegelschnitt K eine Ellipse, 
Hyperbel, Parabel, einen Kreis oder auch ein Geradenpaar 
benutzen und den Punkt A^ beliebig oder im Mittelpunkte, 
Brennpunkte usf. des Kegelschnittes wählen kann, so bietet 
sich hier eine große Zäh! von Möglichkeiten, Am bekann- 
testen ist die Verwandtschaft, welche man erhält, wenn als 
Kegelschnitt K ein Kreis und als Punkt A^ sein Mittelpunkt 
genommen wird. Diese gewöhnliche „Inversion", die sog. 
„Transformation durch reziproke Eadien", werden wir im 
nächsten Kapitel eingehend untersuchen. 

Um die Formeln für diese Transformation zu erhalten, 
wählen wir A^Ä^Ag bzw. .FiP^^j wieder als Koordinaten- 
dreiecke, auf welche sich die Xi und a;/ beziehen, und den 
gleichen Punkt als Einheitspunkt für beide Koordinaten- 
systeme. Es gelten dann die Gleichungen 
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Für die Kegelschnitte K^ und JQ findet man leicht die 
Gleichungen 

ha^ — cwj^a^^O und axj ~ cx^x., = . 
Beide fallen ziiaammcn, wenn 



so daß wii' für die allgemeine Inversion die Formeln erhalten: 
, , , IIA 



wenn — ~ k gesetzt wird. 
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II. Kapitel. 

Aus den Kreispunkten abgeleitete quadratische 
Transformationen. 

§ 9. Die Kreispunkte und die durch sie defiuierten 
Elemoiite. 

Die Kreiapimkte. 
26. Wir gehen jetzt dazu ü!)er, gewisse imaginäre Ge- 
bilde zu betrachten, die wir im folgenden benutzen werden, 
um aus der allgemeiiien, quadratischen, birationalen Trans- 
formation speziellere Verwandtschaften abzuleiten. Dabei 
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§ 9. Die KreisptuLkte und die durch sie deftnierten Elemente. 51 

möge lediglich die Rechnung Verwendung finden, indem 
wir als bekannt voraussetzen, wie nach v. Staudt den ima- 
ginären Elementen eine vom Koordinatensystem unabhängige, 
geometrische Bedeutung verliehen werden kann. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sei die 
Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkte a, h und 
dem Radius r gegeben durch 



oder 

(1) K= x^ + p^ - 2ax — 2ip + a^ + i'^ — r-^ ^ . 

Denken wir uns die beiden Koordinatenachsen durch Hinzu- 
nahme der unendlich fernen Geraden zu einem homogenen 
Koordinatensystem ei^änzt und setzen wir 

X T 

so wird die unendlich ferne Gerade durch U= dargestellt, 
wahrend für alle im Endlichen gelegene Punkte 0" = 1 , 
X = X, y — Y zu setzen ist. Die Gleichung (1) des Kreises 
wird dann aber 

X^ + Y^ - 2{aX+ bY)U + {a^ + ¥ ~ r^)ü^ = . 

Die unendlich fernen Punkte des Kreises oder seine Schnitt- 
punkte mit der unendlich fenien Geraden ergeben sicli dem- 
nach aus dem System 

oder sie sind die unendlich fernen Punkte von 

(2) x^+p^^O, 

wenn wir der Einfachheit wegen kleine Buchstaben benutzen, 
und bleiben für alle Kreise der Ebene die nämlichen. 

Das Gebilde (2) kann man in folgender Weise deuten: 
Wir erhalten dasselbe aus der allgemeinen Kreisgleichung 

x^ -}- y^ =^ r^ , 

wenn r — gesetzt wird. Es stellt also die Gleichung (2) 
zunächst einen Kreis vom Radius 0, einen sog, „Nuilkreis" 
oder ,fPunktkreis" vor. Andrerseits können wir die linke 
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Seite von (2) auch in lineare Faktoren zerspalten und 
schreiben 

{x+ iy){x— iy) = Q, 
wodurch wir die beiden Geraden erhalten 

(3) V'^ix, y = ~ix. 

Dieselben sind konjugiert imaginär, ihr reeller Schnittpunkt 
ist der Koordinaten auf ang. Der beliebige Punkt {a, h), als 
Mittelpunkt eines Nullkreises genommen, liefert 

(^ „ ay + (y _;,)? = 
oder 

(4) y = ix — ia -\-b , y = —ix -{-ia -^-h . 

Jeder Nuilkreis zerfällt mithin in zwei konjugiert imaginäre 
Gerade, deren reeller Schnitt der Mittelpunkt des Kreises ist. 

Man nennt die unendlich fernen Punkte des Gebildes (2), 
durch welche alle Kreise der Ebene, auch die Nuilkreise, 
hindurchgehen, die imaginären, unendlich fernen Kreis- 
punkte, und wir wollen uns erlauben, dieselben, wie wenn 
sie reelle Punkte wären, mit / und J zu bezeichnen. Natür- 
lich sind die Kreispunkte konjugiert imaginär, und ihre 
reelle Verbindungslinie ist die unendlich ferne Gerade der 
Ebene. 

Geht ein Kegelschnitt der Ebene durch I und J hin- 
durch, so muß seine Gleichung sieh für m = auf 

reduzieren. Das besagt: 

Jeder Kegelschnitt einer Ebene, der durch die 
Kreispunkte dieser Ebene hindurciigeht, ist ein Kreis. 

Die Minimalgeradcn. 
27. Jeden reellen Punkt {a , h) der Ebene können wir 
mit I und tT verbinden und erhalten dadurch die Geraden (4). 
Dieselben heißen die durch diesen Punkt gehenden „Mini- 
malgeraden" oder auch „Linien von der Länge Null" 
oder „isotrope" Gerade. Der Grund für die zweite Be- 
zeichnung mag sofort erwähnt werden. Betrachten wir etwa 
die erste der beiden Minimal geraden (3), so ist für sie 
dy = idx , 
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also 

ds^ = dx^ + dy^ = . 

Die Entfernung zwischen irgend zwei auf einer Minimal- 
geraden gelegenen Punkten ist deronach als das Integral über 
ds steig gleich Nnli, 

Um noch weitere Eigenacbaften dieser Minimalgeraden 
zu erwähnen, erinnern wir uns daran, daß die Geraden 

y = hx , y ^\x 

eine Involution bilden, wenn zwischen k und /% eine syra- 
metriach-bi lineare Beziehung gegeben ist (G. T. I. 57. 59.). 
Ist dieselbe von der Form 

so steht jeder Strahl auf den! entsprechenden senkrecht, und 
wir haben eine Eechtwinkelinvolution vor uns. 

Für die Parameter der Doppclatrahlen dieser In- 
volution ist h = /e^ zu setzen, so daß 

1-1-^8 = 0, Ä = +i, 

und diese Werte geben die Geraden (3). Da femer die 
Doppelelemente jeder Involution jedes Eieraentenpaar har- 
monisch trennen, so müssen irgend zwei rechtwinklige Strahlen 
harmonisch liegen zu den durch ihren Schnittpunkt gehenden 
Minimalgeraden oder auch, kürzer ausgedrückt, zu den Kreis- 
punkten J und J. 

7i\i den Kreisen der Ebene stehen die Minimalgeraden 
weiter in folgender Beziehung: Ist x', y' irgend ein Punkt 
der Ebene, so wird das von ihm aus an den Kreis (1) 
gehende Tangentenpaar durch 

ff ~1>' - 

gegeben, wobei f die Kreisgleichung ist, gebildet für x', y', 
während p die homogen geschriebene Polare von x', y', 
also der Ausdruck 
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Betrachtet man mit Rüclisieht darauf das vom Mittel- 
punkt a, 6 an den Kreis {1} gehende Tangenteupaai', so er- 
hält man für diese „Asj'mptoten" des Kreises 

{X - «)^ + {;/ - &)2 = . 
Es sind dies also wiederum die dmxsh a , b gehenden Minimal- 
geraden. Sie berühren den Kreis in den Punkten J und J. 
Denn die Polare des Mittelpunktes fällt ja ins Unendliche. 
Da ferner diese Kreis asynaptoten bloß die Koordinaten o, & 
des Mittelpunktes, den. Radius r des Kreises dagegen gar 
nicht enthalten, so sind sie die gleichen für alle Kreise mit 
demselben Mittelpunkt. Konzentrische Kreise berühren sich 
demnach doppelt in den Kreiapunkten. 

Wir gelangen mithin zu folgenden Ausdmcksformen: 
Alle Kreise einer Ebene gehen durch zwei bestimmte un- 
endlich ferne, imaginäre Punkte I und J, die Kreispankte 
dieser Ebene. Jeder reelle Punkt der Ebene liefert, mit I 
und J verbunden, zwei konjugiert imaginäre Gerade, die 
„Minimalgeraden", die zusammen auch aJs der Kreis vom 
Radius oder als der Nulikreis gelten können, der seinen 
Mittelpunkt in diesem Punkte hat. Jede Minimalgerade 
deckt sich mit der auf ihr senkrechten. Irgend zwei auf- 
einander senkrechte, reelle Gerade trennen die Kreispunkte 
harmonisch. Die durch einen Punkt gehenden Minimal- 
geraden berühren jeden um diesen Punkt aia Mittelpunkt be- 
schriebenen Kreis in den Kreispunkten, 

Die Brennpunkte. 
28. Ist irgend eine Kurve y-ter Klasse gegeben, welche 
zunächst nicht durch J und J hindurchgeht, so kann man 
von jedem der Kreispunkte aus v Tangenten an die Kurve 
eich bestimmt denken. Beide Gruppen von Geraden schneiden 
sieh in r' Punkten, die man als die „Brennpunkte" der Kurve 
bezeichnet. Jeder Brennpunkt hat also die Eigenschaft, daß 
von ihm aus je eine Tangente der Kurve nach den Kreis- 
ponkten geht. Von den v^ Brennpunkten, die wir soeben 
gefunden, sind v reell. Denn jeder Geraden durch /, welche 
die Kurve berührt, muß eine konjugiert imaginäre Tangente 
durch J entsprechen, wenn anders die Kurvengleichung reelle 
Koeffizienten hat. Zwei solche konjugiert imaginäre Ge- 
rade schneiden sich aber in ihrem reellen Punkte. Ein 
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derartiger reeller Brennpunkt ist also auch Mittelpunkt einea 
Nuükreiaes, der die Kurve in zwei im Endlichen gelegenen 
konjugiert imaginären Punkten berükrt, und die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte ist eine reelle Gerade. 

Geht eine Kurve j^-ter Klasse durch den einen Kreis- 
punkt Jo-mal hindurch, so ist der andere Kreispunkt /eben- 
falls ein ö-£acher Punkt dieser Kurve, wieder unter der 
Voraussetzung, daß die Gleichung der Kurve reell ist. Die 
dureh I und J gehenden Tangenten an diese Kurve zer- 
fallen dann in solche, welche die Kurve in I oder J be- 
rühren, und in solche, deren Berührungspunkte von den 
Kreispunkten verschieden sind. Tangenten der ersten Art, 
d. h. also Asyroptoten in den Kreispunkten, erhalten wir 
im allgemeinen Falle demnach je a, welche sich im ganzen 
in ö^ Brennpunkten besonderer Art, sog. „singulären" 
Brennpunkten, begegnen; o derselben sind wieder reell und 
können als Nullkreise aufgefaßt werden, welche die Kurve 
doppelt berühren, und zwar in den Kreispunkten selbst. 

Außer diesen singulären Brennpunkten hat die Kurve 
noch gewöhnliehe. Da die Tangente in einem Kurvenpunkt 
doppelt zu zählen ist, so gehen von dem ö-fachen Punkt I 
oder Jnoch je j'—2ö Tangenten an die Kurve, welche sich in 
{v — 2 üY Brennpunkten, darunter [v — 2o] reellen, begegnen. 
Endlieh können wir noch die in / oder j berührenden Tan- 
genten mit den außerhalb der Kreispunkte berührenden 
Tangenten zum Schnitt bringen, was zu 2 oiy — 2 o) Brenn- 
punkten führt Zusammen sind dies {v — oY Brennpunkte. 
In ahnlicher Weise zählt man die Brennpunkte ab, wenn die 
unendKcli ferne Gerade mehrfache Tangente der Kurve ist 
oder wenn 1 und J Spitzen, "Wendepunkte usf. sind. 

Beispielsweise hat ein Mittelpunktskegels ehnitt vier 
Brennpurikte, von denen zwei reell sind. Der Mittelpunkt 
eines Kreises ist ein singulärer Brennpunkt. 

Eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung, d. h. eine 
Kurve, welche in I und J Doppelpunkte besitzt, ist von 
der achten Klasse, so daß dureh I und J noch je vier nicht in 
diesen Pimkten berührende Tangenten gehen. Diese liefern 
seclizehn gewöhnliche Brennpunkte, darimter vier reelle; ferner 
ei^ben sich vier singulare Brennpunkte, darunter zwei reelle usf. 

Hat eine Kurve vierter Ordnung in I und J Spitzen, 
wie dies bei den sogenannten Cai'feaischen Ovalen der Fall 
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ist, so wird sie von der sechsten Klasse, Da ferner die 
Tangente in einer Spitze dreifach zählt, so hat die Kurve 
neun gewöhnliche Brennpunkte, darunter drei reelle, ferner 
einen singulären Brennpunkt. 

§ 10. Die Transformation durch rezipx-oke Radien. 

Die möglichen Fälle. 

29. Wir wollen nun zwei Ebenen e und e' quadratisch 
aufeinander beziehen, indem wir die in ihnen gelegenen 
Kreispunkte I und J bzw. T und J' ala Fundamentalp unkte 
benuteen. Das dürfen wir, da wir ja wissen, daÜ von den 
drei F.- Punkten in jeder Ebene zwei konjugiert imaginär 
sein können (12.). Verlegen wir also A^ und ^ nach I 
und J, J5J und Bj nach I' und J'. In jeder Ebene ist 
dann noch ein reeller F,-Punkt A^ bzw- Bä anzunehmen 
und in diesem befinde sich der Anfang je eines rechtwinklige» 
Koordinatensystems, auf das sich die Koordinaten x, y in s 
und x', y' in e' beziehen. Im übrigen verfahren wir ganz 
wie in 2. Zwischen den Strahlenbüscheln A^, oder I und B[ 
oder 1' einerseits, sowie zwischen den Strahlenbüscheln A^ (J) 
und B^IJ') andrerseits werde je eine projektive Beziehung 
beigestellt. Ein beliebiger reeller Punkt von e wird mit I 
und J verbunden, die entsprechenden Strahlen der Büschel I' 
und J' schneiden sich im entsprechenden Punkte P'. Damit 
derselbe reell sei, sind die projektiven Beziehungen so zu 
bestimmen, daß diese beiden Strahlen konjugiert imaginäre 
werden; eine Bedingung, die wir am Schlüsse der Rechnung 
einfuhren werden. 

Der Strahl durch ^1^ und I habe nun die Gleichung 

ij^ix, 

die wir in der Form schreiben x^ — iy . Für den Büschel 
von Parallelstrablen durch I erhalten wir demnach die 
Gleichung 

(1) X = — iy-V A , 

wo k ein variabeler Parameter. Ist nun y'= i x' der Strahl S^I', 
so wird ebenso der Strablenbüschel 1' 

(2) x'=^ — iy'+ix, 
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wobei eine biiineare Gleichung zwischen den Parametern A 
and fj, die projektive Beziehung der beiden Büschel ver- 
mittelt, Führen wir homogene Koordinaten X, Y, U . . . 
ein, so ergibt sich 

Z + iF-AF=0 bzw. 

Diese Gleichungen stimmen nun aber mit den beiden ersten 
Gleichungen von 2. überein, wenn man dort x^, x^, x^, x^ 
bzw. ersetzt durch Z + i-T, ü, Z'-j-iZ', V. 

Der Strahl A^J hat ferner <^e Gleichung y = —tx nnd 
der Strahlenbüsehel J wird 

(3) x=^iy-\-A, 

während der Strahlenbüsehel S^ oder J' dann zu achreiben ist 

(4) x'=iy'-\-M , 

wo A und M wieder die Parameter bedeuten. Durch Ein- 
führung homogener Koordinaten erhalten wir daraus 

X-iY- AU^O 

X'—iY'-MÜ'=0 

und der Vergleich mit den Gleichungen (2) von 2. läßt er- 
kennen diL lediglich ii und jj durch \ — iYunäX'—iX.' 
eiset^t bind Vin haben also nicht nötig, die ganze Be- 
trachtung auch hiei durchzufühlen sondern können ohne 
weiteres das frühere Resultat namlith die Formeln (3) bis 
(b) \on 2 benutzen nur hiben wu an Steile von 



dei Eeihc uich 711 setzen 

X^iY, X+iY, ü, X'-iY', X'-\-iY\ V. 
Dann liefert Gleichung (7) von 2. 

( X'-iY':X'+iY':ü' 

^^'^\ = a{X-\-iY)U:h{X~iY)U:c{X-iY)[X+iY). 

Dagegen dürfen wir nicht außer acht lassen, daß es ganz in 
unserer Willkür liegt, welches Vorzeichen von i wir dem 
Punkte I und welches dem Punkte J zuordnen. Wir können 
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also dem Büschel /, der durch (!) gegeben ist, statt des 
Büschels (2) auch zuweisen den Strahl enbüsehel 

(6) a;'= + ij/' + /*, 

so daß die beiden projektiven Strahlenbüselie! Äi und £{ 
jetzt -werden 

X'- i Y'~ /iU'=0. 

Dem Strahlenbüschel (3) muß dann zugewiesen werden der 
Büschel 

(7) x'=-if+M, 
was zu den Gleichungen führt 

X-iY- Aü = 
X'+iY'~MÜ'=0. 

Der unterschied besteht mithin lediglich darin, daß im 
letztem Falie 

% , X.2 , iCg , xl , x'i , x'-i 

der Reihe nach zu ersetzen sind durch 

X-iY, X+-ir, JJ, X'^iY', X'-iY', U', 
so duß neben die Formel (5) die folgende tritt: 
X'+iY':X'-iY': ü' 

iY)ü:c{X~iY){X + iY), 

womit aber auch alle Möglichkeiten erschöpft sind. 

Die beiden Fälle mögen noch durch die Fig. 22 und 23 
veranschauhcht werden, in denen statt der abstrakten, imagi- 
nären Gebilde reelle gezeichnet sind und die deswegen als 
schematische bezeichnet werden sollen. Behandeln wir zu- 
nächst (5) weiter, so et^ibt sich 

X'~iY' a {X + iY)ü 

U' c X^+ Y' 

X' + i Y' __ b_ (^X^zADJ^ 

XI' ~ e X-'-^Y^"' 
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oder nicht homogen j 




Um auf reelle Gleichungen zu kommen, vergleichen wir die 
von i freien Terme sowie die mit i multiplizierten und er- 
hatten 




Diese Gleichungen sind in Einklang zu bringen, wenn c 
gesetzt wird, was zugleich die oben erwähnte Bedingunj 
Schreiben wir 

a b 
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so erhalten ■wir also im ersten Falle die Gleichungen 
(10) X'=h .. f „ , ?/'=-/c-^rT-^- 

Bilden wir daraus noch 

' _L ■ ' 7- ■^ ^ * ^ ''' 

*^ ^ "x^ + if~ x + iy' 

BOwio 



x^ -\- y^ x~iy 
so wird 

(11) x + iy=^l^^^^'-, x~-iy = h- ^,S^,^'^' , 
und es ergeben sich für x, y die Ausdrücke 

Gleichung (8) liefert, ganz ebenso behandelt, 

^- ' ^ c x^ + y^ ^ c x^ + y^ 

und weiter unter Einführung der gleichen Größe k 



("' "''-"c.^ + y^' 


V'="a^-+1,^ 


Wie oben findet man ferner 




("i) --"j-^,-- 


y-",^^- 



SO. Diese Formeln (10) und (14) zeigen zuoächst, daß 
für die durch sie gegebenen Transformationen bzw. 

?/ _ ^ j/ 

x' X ' 

d. h. die Strahlenbüschel in A^ uud Si sind nicht bloß 
projektiv, sondern kongruent, und zwar gleichsinnig bei der 
Transformation (14), UDgleichsinnig bei (10). Dies ist übrigens 
nur eine durch unsere besondern Annahmen bedingte Modi- 
fikation einer uns schon bekannten Eigenschaft. In der Tat 
waren im allgemeinen Falle P, Q und P', Q' zwei Paare 
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entsprechender Punkte, so entsprachen in den projektiven 
Strahlenbüsehcln Ag und A3 den Strahlen von A^ nach Äi , 
A^, P,Q die Strahlen von Bi nach Bi, B[, F% Q', so daß 
die Doppelverhältnisgleichheit bestand: 

A, (A ,A,,P,Q)^ Bi (Bi , Bi , F', Q') . 

Diese liefert aber nach G. T. I. 14. die Gleichheit der AVinkel, 
wenn an Stelle von A^ , A^ usf. die Kreispunkte treten. 

Bezeichnen -wir weiter mit r den Abstand eines Punktes P 
von A^ , mit r' den des entsprechenden Punktes P' von J9g , 
so daß also 

so geben die Formeln (10) oder (14) ohne weiteres 

also 

(16) rr'^k. 

Es äst mithin das Produkt der von den reellen F,-Punkten 
nach entsprechenden Punkten gehenden ßadii- Vektor es 
konstant. 

Beiden Verwandtschaften gemeinsam ist ferner die 
Eigenschaft, daß jeder Geraden ein Kreis im andern Felde 
entspricht, der durch den reellen F.-Punkt hindurchgeht. 
Aber auch einem Kreise der einen Ebene entspricht ein 
Kreis der andern (4. 26.). Betrachtet man eine Gerade als 
einen besondern Fall des Kreises, so kann man allgemein 
sagen: Jeder Kreis geht wieder in einen Kreis über. 

Endlich ist es auch leicht, die Transformation (10) mit 
der Transformation (14) in einen direkten Zusammenhang 
zu bringen. Entspricht in der letzeren einem Punkte P der 
Punkt P', so wollen wir die Ebene s' nochmals auf eich 
selbst abbilden unter Benutzung der Formeln 

(17) x"== x' , y"= —y'. 

Dadurch wird einem Punkte P' ein Punkt P" zugeordnet, 
der zu P' symmetrisch liegt in bezug auf die X'-Achse. 
Kein geometrisch erreichen wir dies dadurch, daß wir die 
Ebene e' um die X'-Achse um einen Winkel von 180" 
drehen. Physikalisch können wir diese Abbildung (17) als 
eine „Spiegelung" an der X'- Achse bezeichnen. Führen wir 
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nun die Transformation (14) aus und danach diese 
in der Ebene e', so bestehen zwischen den Punkten P 
die Beziehungen 

(18) x"= Ä-TT— , » y"= -fc , ^ , , 

und das ist die Transformation (10). Es folgt also: 

,^ie Transformation (10) läßt sich zusammen- 
setzen ans der Transformation (14) und aus einer 
Spiegelung." 
Die Ebenen e und e' können ferner auch zusammen- 
fallen, was indessen keinen Anlaß zu neuen Betrachtungen 
liefert: es soll daher sofort die involutorische Lage der 
beiden Systeme untersucht werden. 

Die involutorischen Transformationen. 
31. Bei der allgemeinen quadratisch involutorisehen 
Verwandtschaft mußten entweder alle drei F.-Punkte mit 
ihren zugeordneten zusammenfallen oder es hatte diese Eigen- 
schaft wenigstens ein Paar derselben, während die beiden 




-^ A'K 



Fig. 24. 



Fig. 2B. 



übrigen Paare sieh wechselseit^ deckten (24.). Ira vor- 
liegenden Falle wird also jedenfalls Ä-^ mit B^ koinzidieren, 
während wir die übrigen F.-Punkte in folgender Weise auf 
die Kreispunkte / und J der Ebene verteilen können: ent- 
weder wir verlegen Ä^ und S^ nach / und Ä2 , B{ nach J 
(schematisch in Fig. 24 dai^estellt) oder A^ und J9| fallen 
nach I, A^ und B^ nach j (schematische Fig. 25). Das 
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rechtwinklige Koordinatensystem, auf das sich jetzt sowohl 
die a;, )/ als auch die x',_y' beziehen, habe in A^ seinen 
Anfang. Dann bleibt die Überlegung ganz die gleiche -wie 
vorher und die Gleichungen (10) und (14) geben auch jetzt 
wieder die beiden Verwandtschaften. Im ersten Falle (Pig, 24) 
ist, entsprechend den Gleichungen (10), der Strahlenbüschel ^Ig 
involutorisch auf sich bezogen, die beiden Koordinaten- 
achsen sind die Doppelstrahlen. Dagegen geht im zweiten 
Falle (Fig. 25), wie to Gleichungen (14) dartun, jeder Strahl 
des Büschels A^ in sich selbst über. Natürlich besteht auch 
zwischen diesenVerwandtschaften (10) und(14) der soeben (30.) 
abgeleitete Zusammenhang. Die durch die Gleichungen (14) be- 
stimmte Transformation wird als „Inversion" bezeichnet, der 
Koordinatenanfang heißt das „Inversionszentrum" oder der 
„Inversionsmitteipunkt", die Größe h die „Potenz" der In- 
version. "Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Inversion. 

Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen. 
32. Zunächst wollen wir eine Eigenschaft dieser Trans- 
formation ableiten, die sowohl für positive als negative Werte 
von k richtig bleibt. Ein Punkt P habe die Koordinaten x,^, 
ein ihm unendlich benachbarter Q die Koordinaten x-\- äy , 
y-^dy. Diesen Punkten entsprechen die Punkte F", Q' 
mit den Koordinaten x', y', x'-\- dx', y' + dy'. Dann liefern 
die Gleichungen (14) 



(19) 



— 2xydx-\-{x^ — y^)dy 



[ ^ {x'+yj 



Für die Entfernungen FQ bzw. F'Q', also für die Größen 

ds^ = dx^ ■]- dy^ und ds'^ ^ dx'^ -\- dy'^ 
erhalten wir dann aber durch eine leichte Hechnung 

«S - = — -— — -„t;:«S^ 

(«3 -f yy 
oder, wenn 

r^ = x^ -\- y'^ , r' ^ = x"^ -{- y' ^ 
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gesetzt und Gleichung (11) benutat wird, 

(20) 

und 

äs' k r' 
äs r^ Je 

Dies Verhältnis ds'/ds zweier einander entsprechenden 
Längenelemente können wir als den „Maßstab" der Ab- 
bildung bezeichnen. Wird JP, also auch jP festgehalten, 
während die durch F bzw. F' hindurchgehenden Elemente 
variieren, so bleibt das Verhälfnia ds'/ds unverändert. Es 
ändert sich aber auch nicht, wenn P einen Kreis um den 
In Version smittelpuTikt beschreibt. Im übrigen wechselt der 
Maßstab von Puniit zu Punkt. 

Ist ferner R ein zweiter, dem Punkte P unendlich be- 
nachbarter Punkt mit den Koordinaten x -f- ^^, y -\- äy und 
ist PE = ds, so gilt auch die Beziehung 



Die beiden Elemente ds und ds mögen einen "Winkel a ein- 
schließen, die entsprechenden Linienelemente ds' und ds' 
einen Winkel «', Dann ist bekanntlich 



ds'-ds' 

Bildet man aber diesen Ausdruck nach (19) und (20), so 
finden wir ohne Muhe, daß a und x' gleich groß sind. 

Die Transformation gehört also zu der großen Familie 
der „winkeltreuen", „isogonalen" oder „konformen" 
Abbildungen. 

Gehen durch einen reellen Punkt P (der nicht in dem 
Koordinatenanfang gelegen ist) irgend zwei Kurven der 
einen Ebene und suchen wir die Bilder dieser Kurven in 
der andern Ebene, so bilden diese im entsprechenden 
Punkte P' den gleichen Winkel, wie die gegebenen Kurven 
in P. 

Um auch noch den Sinn zu bestimmen, in -welchem 
Winkel durchlaufen werden, betrachten wir 
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das unendlich kleine Dreieck PQB und das ikm entsprechende 
rQ'B'. Der doppelte Fläobeninhalt des letzern ist (G.T.1. 86.) 
auch dem Sinne nach 



2AP'Q'B'^ 



x'+dx' y'+dy' 
x'+Sx' i/'+5y' 



= dx' &y'— bx' dy' . 



Rechnen wir wieder die linke Seite aus, unter Benutj;ung von 
(19), so finden wir 

oder, wenn wir überhaupt mit d<o und (?«>' zwei entsprechende, 
unendlich kleine Flächeninhalte bezeichnen: 

(21) dm' = 7 dto = — X- d(o . 

Es werden also für positive oder negative Werte von h ent- 
sprechende unendlich kleine Flächen im enigegengesetzten 
Sinne durchlaufen. Dies veranschaulichen die Fig. 26 und 28 
für die sich entsprechenden unendlich kleinen Dreiecke PI 5 
und F'1'2'. Die Gleichung (21) gibt endlich noch den 
Wert für das Verhältnis dco'jdto entsprechender unendlich 
kleiner Flächen. Derselbe ist das Quadrat des MaJ3stabes 
für die Längen elemente. Im Koordinatenanfang und seiner 
Nachbarschaft erleidet die sonst überall in der Ebene vor- 
handene Stet^keit der Abbildung eine Ausnahme. Denn 
der Mittelpunkt der Inversion bildet sich in die unendlich 
ferne Gerade ab. 

Die Inversion mit positiver Potenz. 
33. Ermitteln wir jetzt die Punkte, welche mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen. Dann haben wir x'=x, 
y' = y zu setzen und erhalten aus beiden Gleichungen (14) 

x^+y^ = k. 

Bei dieser Betrachtung ist es also nötig, die Fälle nach dem 
Vorzeichen der Potenz ft zu unterscheiden. Nehmen wir zu- 
nächst h positiv, etwa = /"o , so erbalten wir als Ort aller 

DoehtemLinn, Geometrische Traustoimationen. IL 5 
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sich selbst entsprechenden Punkte oder Koinzidenzpuiikte 
den „Inversionskreis" 

fl;2 + (/S _ rg . 

Ii^end zwei sich entsprechende Punkte P, P' liegen auf 
einem Diirchmesser desselben stets so (Fig. 26), daß sie die 
Durchmesser-Endpunkte Jfun disharmonisch trennen (vgl.25.), 
Ist P außerhalb des Inversionskreisea gelegen, so findet man 
F' folglich auch, indem man von P aus die Tangenten an 
den Inversionskreis konstruiert, welche ihn in T und ü be- 
rühren. Die Verbindungslinie TU, die Polare von Pin bezug 
au£ den Invcrsionskreia, schneidet auf OP den entsprechenden 
Punkt P' aus, wobei noch bemerkt werden mag, daß 2'TJ 
auf dem Durchmesser OP senkrecht steht. Diese letzte 
Eigenschaft zeigt dann gleichzeitig, wie man zu einem inner- 
halb des Inversionskreises gelegenen Punkte P' den ent- 
sprechenden P konstruiert. Aus der Figur lesen wir sofort 
die Beziehung ab 

Op.OP'^rl = k 
oder 



Mit Eücksicht auf diesen Zusammenhang hat Liouville in 
der auf S. 286 unter 5. zitierten Arbeit*) für diese Trans- 
formation den Namen „Prinzip der reziproken Radien" ge- 
wählt. 

Die ganze außerhalb des Inversionskreises gelegene 
Ebene bildet sich in das Innere dieses Kreises ab, die un- 
endlich ferne Gerade in den Mittelpunkt desselben. Jedem 
unendlich fernen Punkte Q entspricht der Punkt Q', der an 
unendlich benachbart liegt auf den Durchmesser OQ. 
Der Inversionskreifl, der sich Punkt für Punkt selbst ent- 
spricht, vermittelt den Übei^ng. Linien oder Fläch en- 
elemente, die von ihm ausgehen, sind nach den Gleichungen (20) 
bzw, (21) ebenso groß wie ihre entsprechenden. 

Einer Geraden g entspricht ein Kreis rfy (Fig. 26); dem 
unendlich fernen Punkte von g ist zugeordnet der auf der 



') Da die Inversion in der Ebene vielfach gleichzeitig mit 
der entsprechenden Verwandtschaft im Eaume behandelt wird, so 
geben vfir die Literaturüber sieht im Anaehlusse an die letztere auf 
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Parallelen gl durch zu g gelegene zu unendlich be- 
nachbarte Punkt. Es berührt demnach (p^ in die Ge- 
rade gl, die von auf g gefällte Senkrechte ist ein Durch- 
messer des Kreises <pg und der dem Fußpnnkte R dieser 
Senkrechten entsprechende Punkt R' liefert in OR' den 
Durchmesser von <pg. Den geometrischen Zusammenhang 
zwischen der Geraden 3, dem Kreise ^i^.und dem Inversions- 
kreise Kg gibt die Beziehung 

PT' = PF'- FO = FMFN, 




welche besagt, daß die Gerade g die Potenzlinie (oder 
Eadikalachse) der beiden Kreise Ka und ip^ ist, was 
auch durch die Eechnuüg unmittelbar zu erweisen. Es geht 
also ipg durch die Schnittpunkte von g mit dem Tnversions- 
kreise hindurch. Dies ist selbstverständlich für eine Gerade, 
welche, wie z. B, h, den Inversionskreis in reellen Punkten 
trifft. Um zu zeigen, wie diese Abbildung die Winkel er- 
hält, aber ihren Sinn ändert, ist in der Fig. 26 zu dem 
einen der Winkel, welche g und Ji bilden, der auch dem 
Sinne nach gleiche Winkel der parallelen Kreistangenten gl 
und hl, gezeichnet. Der Winkel des Kreises, d. li. der 
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Winkel, den t^ und tj, einechließen, zeigt den entgegen- 
gesetzten Sinn. 

Wir können also sagen: 

„Einer beliebigen Geraden g entspricht in der 
(gewöhnlichen) Inversion ein Kreis <pg durch den 
Mittelpunkt, der dort eine zu g parallele Tangente 
hat. Der Kreis ipg und der Inversion skreis haben g 
zur Potenzlinie." 

Entsprechende Kreise. 
34. Einem beliebigem Kreise mit dem Mittelpunkte M 
entspricht wieder ein Kreis, und es folgt aus der Symmetrie 
der Figur ohne weiteres, daß der Mittelpunkt N' dieses 
zweiten Kreises auf der Linie OJIf gelegen sein muß. Beide 
Kreise haben den Inversionsmittelpunkt zum Ähnlichkeita- 
puukt. Denn ist P' der dem Punkte P entspreehende, femer 
pi der zweite Schnittpunkt von OP mit dem ersten Kreise 
(Pig. 27), bezeichnet man ferner die Potenz des Punktes 
in bezog auf den Kreis {M) mit p^, so gelten die Beziehungen 

PO.P'0='rl 
PO-F^O = p^, 

also 

P'O rl 

^^ = - = const. 

Demnach erhält man die Punkte I" aus den Punkten P^ 
des Kreises (M), indem man jeden Radiusvektor im be- 
stimmten Verhältnis verändert, d. h. durch eine Ahnlichkeits- 
transformation; i3t__also ein Ahnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise. In dieser Ähnlichkeitstraosformation entsprechen 
sieh aber die Mittelpunkte der beiden Kreise, also ist auch 

N'O _ P^O^ _ r^ 
MO ^ P^O ~ j)^ ' 
so daß folglich 

JfPi + WP'. 

Mittels dieser Eigenschaft findet man leicht den Mittel- 
punkt W, indem man zu dem beliebten Punkte P des ge- 
gebenen Kreises {M) den entsprechenden P' , sowie den 



y Google 



§ 10. Die Transformation durch reziproke Eadien, 69 

Hilfspimkt P^ ermittelt und durch P" eine Parallele zu MP^ 
zieht. Diese liefert auf OM den gesuchten Mittelpunkt N' 
des entsprechenden Kreises. In der Inversion entsprechen 
sich die Kreismittelpunkte M und N' natürlich keineswegs, 
was übrigens, unter Benutzung von 28., noch direkt bewiesen 
werden möge. Doch läßt sich ein einfacher Zusammenhang 
angeben. Entspricht nämlich dem Punkte M der Punkt M' 




Fig. 27. 

und sehneidet der Durchmesser OM den Kreis (M) in Q 
und II , den Kreis {N') in Q' und M', so liegt M harmonisch 
zu Q und E bezüglich des unendlich fernen Punktes von 
OM. Da nun aber auf jedem Strahle durch sich in- 
volutorische Punktreihen ausbilden, da femer dem unendlich 
fernen Punkte der Inversionsmittelpunkt entspricht, so ist 
auch M' der vierte harmonische zu bezüglich JR', Q'. 
M' entspricht also dem Punkte 0, wenn der Kreis {N') /.u 
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einer Inversion benutzt wird. Eine analoge Beziehung gilt 
für den Punkt N. 

Die beiden einander entspreclienden Kreise (M) und (N") 
haben femer noch die Eigenschaft, daß sie in Verbindung 
mit dem Inversionskreis ein Büschel bilden. Der Beweis 
hierfür ergibt sich durch die Rechnung sehr einfach. In 
der Tat die Gleichung des Kreises (M) sei 

K={x'- ay + (y' - ,5)ä _ r^ = . 

Führen wir, unter Anwendung der Formeln (14) (S. 60), 
die Transformation wirklich aus, so ergibt sich nach Unter- 
drückung des Faktors x^ + y'^, der =0 gesetzt die F.-Ge- 
rade Ol und OJ liefert, 

{x^ + y^j(<K^ + ß^ - r^) - 2k[,xx + ßy) + k' = , 

was sich sofort auch in folgender Form schreiben läßt: 

h{(x-tiy + (i^-ß)^-r^)-{cc' + ß^-r^-k)(x^+y'~k} = 

oder 

(22) kK-(x^ + ß^-r^-k)K^ = 0. 

Es geht also der enisprechende Kreis durch die Schnitt- 
punkte von K =0 und K^ = hindurch, womit die vorige 
Behauptung erwiesen ist. Schneidet der gegebene Kreis (M) 
den Inversion skreis in reellen Punkten, so versteht sich 
der Satz von selbst. 

Aus der Gleichung (22) folgt aber noch weiter, daß 

(23) «2 + ^s _ r» - /c = 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür gibt, daß 
ein Kreis dui-ch die Inversion in sich selbst transformiert 
werde. Da ferner im vorliegenden Falle 7c = rl, so hat die 



(24) a^ + ß^ = r'^ + rl 

die geometrische Bedeutung, daß ein solcher Kreis den In- 
versionskreis orthogonal schneidet. Denn sie besagt, daß 
das Dreieck OMS rechtwinklig ist, wenn yS einer der Schnitt- 
punkte des Kreises mit dem Inversionskreise. Die Strahlen 
durch den Inversionsmittelpunkt können als spezielle der- 
artige Kreise betrachtet werden. 
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Sind ferner P und P' zwei einander entsprechende Punkte 
der Inveision, so wird irgend ein Kreis durch diese Punkte 
den Inversionskreis in reellen Punkten W, U treffen, da ja 
von zwei entsprechenden Punkten der eine innerhalb, der 
andere außerhalb des Inversion akrcises gelegen ist. Dem 
Kreise durch P, W, U entspricht mithin ein Kreis durch 
die Punkte P', W U, d. h. der erwähnte Kreis geht in sich 
selbst über und schneidet also den Inversionskreis orthogonal. 
Ist Q, Q' ein zweites Paar entsprechender Punkte, so 
gilt für den Kreis durch P, P', Q die gleiche Überlegung. 
Derselbe enthält deswegen auch den Punkt Q'. 

Wenn endlich ein Kreis den Inversionskreis in den End- 
punkten eines Durchmessers dieses letztem schneidet, so ist 
der entsprechende Kreis ebenso groß und symmetrisch zu 
diesem Durchmesser gelegen. Der Beweis ergabt sich ohne 
Schwierigkeit, indem man das Quadrat der halben Länge 
dieses gemeinsamen Durchmessers in doppelter Weise aus- 
drückt. Wir erhalten demnach weiter: 

Jedem Kreise entspricht in der gewöhnlichen In- 
version wieder ein Kreis; für beide Kreise ist der 
Inversionsmittelpunkt ein Ähnlichkeitspunkt und 
beide Kreise gehören mit dem Inversionskreise einem 
Büschel an. Jeder Kreis, der den Inversionskreis 
ortliogonal schneidet, geht in sich selbst über und 
umgekehrt. Irgend ein Kreis durch zwei entsprechende 
Punkte schneidet den Inversionskreis orthogonal und 
irgend zwei Paare entsprechender Punkte liegen auf 
einem solchen Kreise. 

Allgemein wird einer Kurve n-ter Ordnung, welche nicht 
durch den Inversionsraittelpunkt hindurchgeht, eine Kurve 
von der Ordnung 2 n entsprechen, welche sowie die Kreis- 
punkte I und J zu M-fachen Punkten hat. Aus den früheren 
allgemeinen Sätzen (S. 9) folgt dies ohne weiteres. Einem 
Wendepunkt W einer Kurve entspricht im allgemeinen nicht 
wieder ein Wendepunkt. Vielmehr geht die Wendetangente 
in den Krümmungskreis des entsprechenden Punldes W 
über, welch ersterer nur die Eigenschaft hat, durch zu 
gehen. Dagegen geht jeder Krümmungskreis einer Kurve im 
allgemeinen wieder in den Krümmungskreis des entsprechen- 
den Punktes über. 
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Metrisolie Beziehungen. 
35. Sind P und Q ii^end zwei Punkt«, P' und Q' die 
entsprechenden, so ist wegen 

OF-OF'=OQ-OQ'=rl 
AOPQ^Z^OP'Q', 
folglich 

P'P' OQ' _ OQ'-OQ 

FQ OP OP- OQ ' 
also 

(26) rq-^^j^pq. 

Dies ist der Zusammeuhang zwischen zwei entsprechenden 
Strecken. Liouville geht in seiner bereits erwähnten 
Arbeit allgemein von Punktbeziehungen aus, für welche die 
Beziehung besteht 

wobei <p{P) eine Punktion der Koordinaten des Punktes P, 
(p{Q) die gleiche Funktion der Koordinaten von Q. 

Die obige Relation kann dazu dienen, metrische Be- 
ziehungen von dem einen Felde in das andere zu übertragen. 
Schneidet z. B. eine Grerade die Seiten eines Dreiecks ABG 
bzw. in Ai, B-, , Cy, so ist bekanntlich 

(26) AC^ ■ BA^ ■ CB, = BC, .CA^-ÄB^. 

Für die entsprechende F^r ergibt sich mithin 
A'G[ B'Aj C'Bj 

OA-OC/ OB-OA, ' OC-OBl 
B'Cl CA; A'Bj 

' OB.Of\ ■ OCOA^ ' OA-OBj ' 
Hier tritt der Fall ein, daß alle von auslaufenden Strecken 
eich wegheben, so daß wir erhalten; 
(28) A'Ci ■ B'Ai ■ G'Bi = B' Ci ■ C'Ai • A'B[ . 

Nun entsprechen den Geraden der ersten Figur im zweiten 
Felde durchweg Kreise durch den Inversionsmittelpunkt . 



(27) 
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Für die Verbindungsstreeken der Punkte A', B'. . ., in denen 
sich diese vier Kreise treffen, gilt dann die Beziehung (28). 
Lassen wir den Punkt Q dem Punkte P einer bestimmten 
Richtung unendlich naherücken, so daß die Strecke PQ in 
ein Linienelement äs übergeht, so wird P'Q' das entsprechende 
Linieneleraent und wir erhalten die Eelaüon (20). 

Die Inversion mit negativer Potenz. 

3B. Ist k negativ, also etwa 

k rl, 

so ergibt sieh als Ort der Koinzidenzpunkte der „imaginäre 
Kreis" 

x^ + y^ = —rl 
und reelle Koinzidenzpunkte fehlen gänzlich. Zunächst 
werden wir fragen, wie man in diesem Falle zu einem be- 
liebigen Punkte jP den entsprechenden P' durch eine Kon- 
struktion ermittelt. Führen wir zu diesem Zwecke die In- 
version ein, welche den reellen Inversionskreis vom Badius »"o 
besitzt und entspricht in dieser Inversion dem Punkte P 
der Punkt P" (Fig. 28), so erhalten wir für P" die Ko- 
ordinaten 

x" -= rl —T s , y" = t'I — i— ; — s ■ 

3:' + 2/' "x^ + y^ 

Nehmen wir dazu die Transformation 

(29) x"=— «', y" y', 

so entspricht in ihr dem Punkte P" ein Punkt J", und dies 
ist auch der dem Punkte P durch die Gleichungen (14) zu- 
geordnete. Der Punkt P' liegt aber auf der Linie OP", 
so daß 0P'= OP". Die durch die Gleichungen (29) ge- 
gebene Abbildung der Ebene kann man daher als eine Sym- 
metrie in bezug auf den Punkt bezeichnen. Wir kommen 
aber auch durch zwei Umlegungen, eine erste um die X-Aclise, 
eine zweite um die ?- Achse vom Punkte P" zu F' ; es folgt 
demnach : 

Die Inversion mit imaginärem Inversionskreis oder 
mit negativer Potenz läßt sich zusammensetzen aus 
einer gewöhnliehen Inversion mit der absolut gleichen, 
aber positiven Potenz und aus zwei Spiegelungen an 
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zwei zueinander senkrechten Achsen durch den In- 

V ersionsmittelpun kt. 
Der Geraden g entspricht z, E. der Kreis ^j (Pig- 28). 
Der Kreis 
(30) x^ + y^^ rl 

geht bei dieser Inversion in der Weise in sich selbst über, 
daß jedem seiner Punkte der diametral gegenüberliegende 
entspricht. Die Transformation führt aber noch txj^ Kreise 



/ 




\y-^^ 


V- 1 / -" 


x^ 


y' 



in sich selbst über, nämlich alle diejenigen, welche den 
Kreis (30) in den Endpunkten eines Durchmessers des letztem 
Bchneiden. In der Tat ist dies der geometr^ohe Sinn der 
Bedingung (24), welche für h == —r\ die Form annimmt 
«. + ^2 = ^2 _^ . 

Daß die Inversion mit negativer Potenz ebenfalis konform 
ist, die Winkel erhält, aber ihren Sinn ändert, folgt jetzt 
auch aus der soeben bewiesenen Zusammensetzung derselben. 
In betreff der durch die Gleichungen (10) auf S. 60 ge- 
gebenen Transformation mag noch hinzugefügt werden, daß die- 
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selbe für Ä = + r^ aJs Resultat einer gewöhnlichen Inversion 
und einer Spiegelung, die Winkel und ihren Sinn erhält. 
Reelle Doppelpunkte enthält dieselbe zwei, nämlich die 
Punkte X = J^r,, der X-Achse. Alle Kreise durch diese 
beiden Punkte gehen in sich selbst über. 

Die invariable Natur der Brennpunkte. 

37. Die Transformationen (10) und (14) hatten, sowohl 
auf getrennte als auch auf vereinigte Ebenen bezogen, die 
Eigenschaft, daß sie die Strahlenbüschel der imaginären 
Kreispunkte ineinander bzw. in sich überführten. Nun war 
aber ein Brennpunkt einer Kurve der reelle oder imaginäre 
Schnittpunkt zweier durch die Kreispunkte der betreffenden 
Ebene gehenden Tangenten dieser Kurve. Also geht er 
wieder in einen Brennpunkt der entsprechenden Kurve über. 
Nennen wir die in einer Inversion einer Kurve entsprechende 
Kurve kurz deren „Inverse", so gilt mithin der Satz: 

In einer Inversion, deren Mittelpunkt sich in 
bezug auf eine Kurve in allgemeiner Lage befindet, 
transformieren sich die gewöhnliehen Brennpunkte 
einer Kurve in die der ,JJiversen". 

Für die singulären Brennpunkte, welche Schnittpunkte 
von in / oder J berührenden Tangenten waren, trifft dies 
nicht mehr zu. In der Tat entsprach ja auch in einer In- 
version z. B. dem Mittelpunkt eines Kreises nicht der Mittel- 
punkt des entsprechenden Kreises (34.). 

Nehmen wir beispielsweise einen Kegelschnitt, so ent- 
spricht ihm in einer Inversion eine rationale Kurve vierter 
Ordnung, welche in 0, 1, J Doppelpunkte besitzt, also eine 
„bizirkulare" Kurve. Im Inveraionsmittelpunkt sind reelle 
oder imaginäre Tangenten vorhanden, je nachdem der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. Für eine Parabel erhält 
die Kurve vierter Ordnung in eine Spitze. Den vier Brenn- 
punkten des Kegelschnittes entepreeben vier Brennpunkte der 
Kurve vierter Ordnung. Dieselbe läßt sieh auch auf folgende 
Art erzeugen. Zu einem Punkte P des Kegelschnittes finden 
■wir doch den entsprechenden P* (Fig. 29 a), indem wir die Po- 
lare j) von P in bezug auf den Inversionskreis mit der Linie OT 
m P' zum Schnitt bringen (vgl. 33.). Durchläuft nun P 
den Kegelschnitt, den wir kurz mit [P] bezeichnen wollen, 
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76 II. Aus den Kreispunkten abgeleitete quadr. Traneformationen. 

so amhüllen die Polaren p einen zweiten Kegelschnitt |j)] , 
der in der polarreziproken Bezieliung, die durch den Inversions- 
kreis K^ bestimmt wird (G. T. 1. 115.), dem Kegelschnitte (P) 
entspricht. Die Punkte P' geben dann weiter den Ort der 
Fußpunkte der von auf die Tangenten des Kegelschnittes [p] 
gefällten Senkrechten oder die sog. „Fußpunktkurve" von 
[jj] in bezug auf den Pol 0. 

Geht man umgekehrt von irgend einem Kegelschnitt [p] 
aus und konstruiert für als Pol die zugehörige Fußpunkt- 
kurve [P'] , so ist der Ort der Pole P ein Kegelschnitt, der 
in der Inversion dem Orte [P^ entspricht. Da die Kurve [P'J 
von der vierten Ordnung, so muß sie also in 0, J, J 
Doppelpunkte besitzen, damit ihr ein Kegelschnitt entsprechen 
kann. Es folgt demnach: 

Die Inverse eines Kegelschnittes in bezug auf 
einen beliebigenlnversionsmitteipunkt ist identisch 
mit der Fußpunktkurve eines zweiten Kegel- 
schnittes, wenn der Inversionsmittelpunkt ais Pol 
derselben benutzt wird. Dieser zweite Kegelschnitt 
entspricht dem ersten polar-reziprok in bezug auf 
den Inversionskreis. 



Eine weitere Spezialisierung tritt ein, wenn der Kegel- 
schnitt [P] den Inversion smittelpunkt zum Brennpunkt 
hat. Unter dieser Voraussetzung berühren die Linien Ol 
und OJ diesen Kegelschnitt und folglich (6,, 28.) hat die ent- 
sprechende Kurve vierter Ordnung [P'] in I und J Spitzen, 
Im Punkte verhält sie sicli ebenso wie im allgemeinen Falle. 
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§ 10. Die Transformation durch reziproke Badiea. 7? 

Was nuQ die zweite Erzeugung dieser Kurven vierter 
Ordnung anbelangt, so erkennt man leicht, daß nun auch 
der zweite Kegelschnitt [p] ein Kreis wird. Denn die 
Linie Ol, welche den Kegelschnitt [P] berührt, ist auch 
Tangente des Inversionakreises Kf, und es entspricht ihr 
also der Berührungspunkt, d. h. der Punkt J, Andererseits 
gehen die Tangenten des Kegelschnittes [P] durch die 
reziprok-polare Beziehung über in die Punkte des Kegel- 




Flg. 29 b. 



Schnittes \p], folglich geht dieser Kegelschnitt durch I und 

auch durch J hindurch, muß demnach ein Kreis sein. Es 

ergibt sich: 

Die Inversen eines Kegelschnittes, der den In- 
versionsmittelpunkt zum Brennpunkt hat, sind iden- 
tisch mit den Fußpunktkurven des Kreises. Sie 
haben in den Kreispunkten Spitzen und im Inversions- 
mittelpunkt einen Doppelpunkt mit imaginären 
oder reellen Tangenten oder eine Spitze, je nach- 
dem der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel ist. 
Die Fig. 29a, 29b, 29c zeigen diese drei Fälle und 

die Lage des Kreises [p] imd des Poles 0. 
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78 n. Aus den Ereispunkten abgeleitete quadr. Transformationen. 




ßobecval hat diese Kurven nach dem altem i 
Pascal, dem Vater des Blaiae Pascal, Pascalscl 
(Limagon de Pascal) genannt. Die den Übei^ang vermittelnde 
Kurve mit drei Spitzen (Fig. 29 c) heißt auch „Herzkurve" 
oder „Kaa-dioide". 

§ 11. Die aualla^matischen Kurven. 

Greometrische Erzeugung. 

38. Wir -wollen ferner noch die Frage beantworten, 
wodurch sich die Kurven auszeichnen, welche durch eine 
Inversion mit positiver oder negativer Potenz in sich über- 
geführt werden können. Für diese hat man nach Moutar'd (1) 
die Bezeichnung „anallagmatische Kurven" in Anwendung 
gebraeht, und wir haben bereits gesehen (34.), daß alle zum 
Inveraionskreis orthogonalen Kreise die genannte Eigenschaft 
besitzen. Es zeigt sich nun aber, daß sich jede anallagmatische 
Kurve vermittels solcher Kreise in der Weise erzeugen läßt, 
daß sie als Enveloppe eines Systems solcher Kreise be- 
trachtet werden kann. 

In der Tat ist P ein Punkt einer in einer Inversion 
sich selbst entsprechenden Kurve /, P' der entsprechende 
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§ 11. Die anallagmatischen Kurven. 79 

Punkt, SO geht f natüi-lieh auch durch P'. ADe Kreise 
duroh ? und P' entsprechen sich nach dem frühem {34.) 
selbst und schneiden den Inversionskreis orthogonal. Unter 
den Kreisen dieses Büschels wird sieh auch einer befinden, 
der f m. berührt. Dieser maß daun auch in P" die 
Kurve f berühren. Denn da der Kreis und die Kurve in 
sich selbst übergehen, so wird auch dem zu P benachbarten 
Punkt des Kreises der an P' unendlich benachbarte Punkt 
des gleichen Kreises zugewiesen sein. Der Kreis berührt 
mithin die Kurve f doppelt. Beschreibt P die Kurve f, so 
erhält man ein einfach unendliches System solcher Kreise 
und je zwei benachbarte derselben schneiden sich in zwei 
Punkten der Kurve f. Die letztere entsteht deshalb als 
Enveloppe dieser Kreise. Die Mittelpunkte derselben werden 
eine gewisse Kurve erfüllen, welche de la Gournerie (3) 
den Deferenten*) nannte. Umgekehrt kann man den Mittel- 
punkt eines Kreises, der überdies den Inversionskreis stets 
orthogonal schneidet, auf einer beliebigen Kurve sich be- 
wegen lassen; die Enveloppe aller dieser Kreise ist dann 
eine auallagmatische Kurve. 

Ist im einfachsten Falle der Deferent eine Gerade g, 
Bo bilden alle Kreise, deren Mittelpunkte auf g liegen und 
den Kreis K^ orthogonal schneiden, ein Kreisbüsehel. Dessen 
Grundpunkte sind reell G^, G^ (Fig. 30), wenn g den 
Kreis K^ nicht in reellen Punkten trifft, und sie sind dann 
gleichzeit^ die Grenzpunkte des durch K^ und g be- 
stinunten Kreisbüschels, Setzen wir jetzt aber voraus, g sei 
eine Taugente des Deferenten und G ihr Berührungspunkt 
mit demselben, so werden zu den beiden in G vereinigten 
Punkten des Deferenten Kreise gehören, die sich ebenfalls 
in Gj und G3 schneiden, da ja alle Kreise, deren Mittel- 
punkte auf g liegen, diese Eigenschaft besitzen': aiso sind 
G^ und G2 die Berührungspunkte des zu G gehörigen Y 



*) Die Bezeichnung ist der griechischen Astronomie entlehnt. 
Ein Planet, dessen ungleichförmige Bewegung um einen Punkt 
durch eine Kombination gleichförmiger Kreisbewegungen dar- 
gestellt werden sollte, wurde an einen Hilfskreis, den sog. „Epi- 
zykel", versetzt, in welchem er sich, gleichförmig zu bewegen 
hatte, während gleichzeitig der Mittelpunkt des Epizykels sich in 
einem zweiten Kreise, dem „Deferenten" oder „deferierenden 
Kreise" gleichförmig um jenen Punkt bewegte. 
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II. Aus den Kreispunkten abgeleitete quadr. Transformationen, 




Fig. 30. 

mit der erzeugten anallagmatischen Kurve, und wir haben 
damit die Möglichkeit, Punkte dieser Kurve zu konstruieren, 
auf Grund des Satzes: 

Der um einen Punkt G des Deferenten als Mittel- 
punkt beschriebene, erzeugende Kreis einer anallag- 
matischen Kurve f berührt diese Kurve in zwei 
Punkten G^ und G^ , welche auf der durch den 
Inveraionsmitteipunkt zur Tangente g des Deferenten 
in G gezogenen Senkrechten symmetrisch gelegen sind. 

Orthogonale Kreise. 
39. Die oo^-Kreise einer Ebene, welche einen reellen 
oder imaginären Kreis orthogonal schneiden, bilden ein „Kreis- 
netz": da eine anaJI^matische Kurve aus diesem Systeme 
von Kreisen ein einfach unendliches ausscheidet, so muß 
noch kurz die DarateUung eines Kreisnetzes zur Sprache 
kommen. Ist ein Kreis K^ gegeben in der Form 

so bedeuten «o , bg die Koordinaten des immer reellen IVEttel- 
punktes, Po ist die Potenz des Koordinatenanfangs und 

fi = al + l>l-'Pa 
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§ 11. Die anallagmatischen Kurven. 81 

gibt deii reellen oder rein imaginären Radius, so daß der 
Kreis entweder reell oder imaginär ist. Die drei Großen 
öfl , hf,, Pi, können wir als die einen Kreis bestimmenden 
Koordinaten betrachten. Ein zweiter Kreis K^ oder 

(2) ;ff| = «ä-|-j,2_2«^a; — 2&ii/+i)i = 
sehneidet den ersten unter einem Winkel 9, für den 

(3) „„,,^ 2..».+2M.-h+i. O 

welcher Ausdruck sich ohne weiteres ergibt, wenn man be- 
rücksichtigt, daß die Tangenten in einem Schnittpunkte der 
beideJi Kreise den gleichen Winkel einschließen wie die vom 
Schnittpunkte nach den bezüglichen Mittelpunkten gehenden 
Radien. Die Betrachtung gilt nnabhängig davon, ob die 
Schnittpunkte der Kreise reell sind oder nicht. Demnach 
schneiden sich die beiden Kreise Kf, und K^ orthogonal, wenn 

(4) 2«o«i+2&o&i-(Fo4-i'i) = 0. 

Ist der erste Kreis «,, , &o : Po f^sti s'^ besteht zwischen den 
Koordinaten ai,\,Pi eines jeden zu K^ orthogonalen Kreises 
dieser Zusammenhang, wodurch das Kreisneta bestimmt ist. 
Wir wollen dies benutzen, um den Kreis eines Netzes 
zu bestimmen, der einen gegebenen Punkt % , \ zum Mittel- 
punkt hat. Entnehmen wir den Wert von p^ aus (4), so 
wird die Gleichung dieses Kreises 

{X - «0' + (2/ - *i)' - {(«0 - %)^ + (&o - ^'i)* - *-^> = . 
Ist also erstens Kf, ein reeller Kreis, mithin 

'■o = »u + io— i'o>0, 
so ist der fiadius r^ des zu a^ , h^ gehörigen Kreises des 
Netzes 

rl = («0 — a,y + {&o — hT — *■§ 
und dies ist die Potenz des Punktes «^ , ft^ in bezug auf 
den Kreis ^i, . Liegt der Punkt a^ , \ außerhalb K^ , eo 
ist die Potenz positiv, rf und damit auch der Kreis K^ reell, 
was ja auch geometrisch einleuchtet. Liegt dagegen der 
Mittelpunkt (%, b^) innerhalb des Kreises Kg, so ist diese 
Potenz negativ, r^ wird rein imaginär und damit auch der 
zugehörige Kreis des Netzes. 

Doehleraann, Geomefrisohs Tranafm'inationBn. II. 6 
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82 II' Aus den Kreispuniten abgeleitete quadr. Transformationen. 
Ist aber zweitens K^, ein imaginärer Kreis, folglich 
rl = al -\- hl — p^ <_0 , 
BO sei 

so daß 

r^ = (»0 - a^Y + (?<„ - \f + ^ . 

In diesem Falle ist mithin der zum Punkte % , \ gehörige 
Kreis des Netzes stets reell und schneidet den Kreis mit 
dem Radius Rf, in einem Durchmesser. (Vgl. 36.) 

Sind drei Kreise K^^, K^, K^ gegeben durch ihre Koordi- 
naten a^,bi,Pi, «a , &2 , »2 , «3 , 63 , Pb und soll ein Kreis .Eo 
diese drei orthogonal sehneiden, so müssen dessen Koordi- 
naten CTq , ^(li Po ^^^ ^"^^ entsprechenden Gleichungen (4) 
genügen. Sie sind dadurch eindeutig bestimmt. Es gibt 
also immer einen reellen oder imaginären Kreis, der drei 
beliebig gegebene Kreise orthogonal schneidet. 

Sollen vier Kreise Ki zum gleichen Kreise K^ ortho- 
gonal sein, so folgt aus den vier entsprechenden Gleichun- 
gen (4) als Bedingung sofort 

61 Pi 1 

h p, 1 

Abbildung der Kreise einer Ebene auf die Punkte 
des Raumes. Kreisgeometrie. 
40. Sind vier beliebige Kreise £^ = in einer Ebene 
gegeben, so laßt sich die Gleichung eines jeden weiteren 
Kreises dieser Ebene linear aus diesen vier Gleichungen zu- 
sammensetzen, also auf die Form bringen; 
(6) XiK^ + x^K^ + x^Kg + x^Ki = . 

Der Beweis dafür ist sofort zu erbringen, wenn man diese 
Gleichung mit der des gegebenen weiteren Kreises vergleicht. 
Man erhält zur Bestimmung der Verhältnisse der a^ drei 
lineare homogene Gleichungen, Die Gleichung (6) nimmt 
folgende Form an: 
{x^+f)2:xi-2{:^-2aiXi+p-2hiX,}+2p,Xi=0. (*= 1,2,3,4) 
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Der Mittelpunkt des Kreises hat also die Koordinaten 






und sein Radius wird 



wir den Zähler dieses Ausdrucks mit R^^, so 
stellt derselbe eine quadratische Form der Xf vor und man 
erhält als Koeffizient des Gliedes XiX^ den Ausdruck 

1 =rf + rl-(at- a^)^ + (6, - hf) , 
so da£ 
(8) jR^^ = 2^x^ + ^TiiXiXt . 

Betrachten wir jetzt die Xt als homogene Koordinaten eines 
Punktes im Räume, so entspricht jedem Kreise der Ebene 
ein Punkt des dreidimensionalen Raumes Ü,, und, da zu jedem 
System der x, andererseits nur ein Kreis gehört, auch jedem 
Punkte des li^ ein Kreis, 

Führen wir also in der Ebene eine geometrische Be- 
trachtung durch, bei welcher als Element der Kreis ein- 
geführt wird (Kreisgeometrie), so ist diese Geometrie auf die 
Punktgeometrie des H^ zurückgeführt. 

wollen wir in der Ebene Punkte betrachten, so müssen 
wir sie als Kreise vom Radius , also als Punktkreise ein- 
führen. Nach der Gleichung (8) erfüllen darm aber die 
Bilder aller dieser Punktkreise eine Fläche zweiter Ordnung 
im jRg , Jeder Punkttransformation der Ebene entspricht im 
Räume eine Transformation dieser Fläche M^r, in sich. Man 
zeigt leicht, daß die Transformation durch reziproke Radien 
einer linearen (projektiven) Transformation der i^^ in sich 
(vgl, G, T. L 183ff.) entspricht. Wir gehen auf diesen Be- 
weis nicht ein, da wir diesen Satz später (126.) allgemeiner 
beweisen. Wir erwähnen ihn hier nur aus dem Grunde, 
um auf die späteren Betrachtungen über Kugelgeometrie vor- 
zubereiten. 

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, fügen wir nur die 
Bemerkung bei, daß sich die Abbildung der Kreise einer 
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Ebene auf die Punkte des Raumes in sehr verschiedener Art 
durchführen läßt, Man kann z. B. jedem Punkte X, Y, 2^ des 
Eaumes den Kreis zuordnen, dessen Mittelpunkt die Pro- 
j«>ktion des Raumpunktes auf die XJ-Ebene ist und dessen 
Radius gleich dem Abstand Z des Punktes von der X.Y- 
Ebene, wobei noch der positiven 2'-Achee ein bestimmter 
Dreliungssinn der Ebene zuzuweisen ist Es sind also dann 
die Koordinaten x, y und der Radius r des Kreises ge- 
geben durch 

x^X, y = r, r^Z. 

Dies hat Eiedler in seiner „Cyklographie" {Leipzig 1882) 
durchgeführt. 

Ordnen wir dagegen dem Raumpunkte X, Y, Z den 
Kreis mit imaginärem Radius iZ zu, so daß also 

x = X, y = Y, r^iZ, 

so erhält man eine andere Abbildung, die zu sehr eleganten, 
von Lie aufgesteiiteu Sätzen führt und die konformen Punkt- 
trausformationen des Raumes als sulehe Berührungstransfor- 
mationen der Ebene erkennen läßt, welche jeden Kreis in 
einen Kreis überführen. Sophus Lie: Geometrie der Be- 
rührungstransformationen. 1. Band. Leipzig. 1896. Kap. 10. 

Das Kreisnetz. 
41. Bilden wir aus den Gleichungen dreier Kreise 
£■( = das Netz 

wo die hl beliebige Zahlenwerte sein können, so stellt auch 
diese Gleichung wieder einen Kreis dar. Bezeichnen wir 
seine Koordinaten mit a^, b^,p^, so ergibt sich leicht, daß 
die Bedingung (5) für alle Werte fe erfüllt wird. Ist also K^ 
der Orthogonalkreis der Kreise K^, K^, K^, so schneidet 
dieser Kreis Kf^ auch jeden Kreis K^ orthogonal, was für 
Werte h^, k^, Jcg auch annehmen mögen. 

Das als lineare Verbindung dreier Kreis gleich ungen ab- 
geleitete Kreisnetz hat mithin die geometrische Eigenschaft, 
daß seine sämtlichen Individuen einem reellen oder imaginären 
Kreise orthogonal begegnen. 
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Aber auch die Koeffizienten fe^ , ^ , h^ lassen sieli geo- 
metrisch aosehaulieh deuten. [Caaey (2)]. Multiplizieren 
wir in der Determinaate (5) die erste Kolonne mit —2x, 
die zweite mit —2?/, die vierte mit x^-^-y^ und addieren 
sie zur dritten Kolonne, wobei x, y die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes dar Ebene sein mögen, so stehen in dieser 
dritten Kolonne die Potenzen dieses Punktes in bezug auf 
die vier Kreise, Bezeichnen wir diese Potenzen mit S^^, K^, 
Ks, Ki, die Mittelpunkte der Kreise aber mit M^, M^, 
J4 , M^ und entwickeln nach den Elementen der dritten 
Kolonne, so ergibt sich unter Benutzung der bekannten 
Formel für den Flächeninhalt des von drei Punkten ge- 
bildeten Dreieckes: 

Lassen wir den beliebigen Punkt a;, ^ auf den Kreis K^ fallen, 
so wird K^ = a und es gut für diese Punkte die Beziehung: 

AM^M^M^-K^-A M^ M^Mi- K^ +AM^M^M^- Kb=Q. 

Wählen wir jetzt Mj^, M^, M^ als Ecken eines Koordinateu- 
dreiecks und definieren h^, k^, kg in bezug auf dieses als 
Flächenkoordinaten (G. T. I. 23.), so da£ also 

f Qk^=AM^MsM^ 
\ qIc^^AMsM^M^ 
Qk^^AM^M^M^, 

wo die Vorzeichen dieser Koordinaten durch den Sinn der 
Flächeninhalte bestimmt werden, so wird die Gleichung des 
Kreises K^ 

fti Ät + Ä^ -ß; + ^3 ^3 = 

und für die Koeffizienten Äj , Jt^ , k^ ist damit eine geometrische 
Bedeutung gewonnen. Wir fassen dies wie folgt zusammen: 
Sind _ _ _ 

Ki=0, -^3=0, ^=0 
drei Kreise, so schneidet jeder Kreis des Netzes 
k^ K^ + k,K,+ksKs=0 
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den Kreis £^ , weicher zu diesen drei Kreisen orthogonal 
verläuft, ebenfaiis orthogonal und die Zahlenwerte A^ , k^, \ 
können als die homogenen Flächenkoordinaten gedeutet 
werden, welche der Mittelpunkt dieses Kreises in bezug 
auf das Dreieck der Mittelpunkte der gegebenen Kieise besitzt, 

Anallagmatisehe Erzeugung der bizirkularcn 

Kurven vierter Ordnung. 
42, Um nun ein einfaches Beispiel für die anallagmatisehe 
Erzeugung einer Kurve zu geben, müssen wir als Deferenten 
einen Kegelschnitt nehmen. Denn eine Gerade g als Deferent 
lieferte noch keine eigentliche Enveloppe, sondern ein Punkt- 
paar (38.). Die Zahlen k^, ä:^ , k^ haben also dann einer 
quadratischen Gleichung i 



«11 ^ + «ga ft^ + Ogg Ä| + 2 «12 fti /cj + ... = . 

Auf diesem Kegelschnitt bewegt sich der Mittelpunkt des 
erzeugenden Kreises. Schreiben ivir 

k, K 

^ = k-' ^^^X' 

so wird derselbe 

(10) K= f Zi + ijis; + JTa = , 
während f und ri der Gleichung genügen 

(11) y = o^i|« + «2aJj2 + 2%2fjj+ ... =0. 

. Die Aufgabe ist also, die Enveloppe des Kreises (10) zu 
bestimmen, wenn zwischen den Parametern | und rj die 
Gleichung (11) besteht. Bilden wir 

d'K dK^ ^J_~(\ 



so ergibt sieh 

a2) 4l4?-^4f=o 



ßf dt/ dt) 6i 
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87 



und die Enveloppe erhalten wir durch die Etimination von 
von f und ij aus den drei Gleichungen (10), (11), (12). 

Statt dessen wendet man vorteilhaft die Methode der 
sogenannten unbestimmten Multiplikatoren an, d. h. man 
bildet die Funktion 

ip + lK 
und von ihr die Ableitungen nach | und tj: 



(13) 



ai 



+ i- 



, öS 



0, 



- + i 



SK 



0. 



Die Elimination von X aus diesen beiden Gleichungen fühlt 
wieder zu der Gleichung (12). Wir können also auch aus 
den drei Gleichungen (11), (13) und aus 

if + XK-0 

die Größen X, ^, tj eliminieren. 

Im vorliegenden Falle bilden wir 



(14) ip + 2XK-q> + 

SS 



(15) 



(16) 



1 e(cp + 2XK} 



;XlKi+2X,lE,+2>K,-0 



Aus diesen beiden Gleichungen leiten wir durch Multiplikation 
mit I, bzw. 7j die neue ab: 

«11 fiä + «22 *?" + 2»i2 ^»; + »isl + «23 »? + f ^.Sä + 'J^^ = 0, 
welche sieh unter Benutzung von (11) und (10) auf 
(17) «„f + ii,2i) + «„ + ü;-0 

reduziert. Nehmen wir zu den Gleichungen (15), (16), (17) 
noch (10) hinzu, so ergibt sich das Eliminationaresultat von 
f, */, 1 sofort in der Form: 



«,1 



»11 



K K, IC, 
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Ist a.,/! die Unter determtaautCj welche in der Determinante 
der Of/i zum Elemente am gehört, so können wir diese Determi- 
nante auch wie folgt entwickeln: 

I «11 ^ + «.a Kl + ^,, Kl + 2 a,, K, K, 

Als Enveloppe unserer Kreisscbar erhalten wir demnach 
eine Kurve vierter Ordnung. Man erkennt weiter leiclit, 
daß sie die Kreispunkte zu Doppelpunkten hat. Denn führt 
man die Ausdrücke für die Ki nach (2) in die obige Gleichung 
ein, so erhält man folgende Form 



wo a eine Konstante, L^ ein linearer, L^ ein *^ 

Ausdruck iD.x,y . Homogen gesehrieben erhalten wir demnach 

Nach bekannten Sätzen der Kurventheorie folgt aber dar- 
aus, daß 

X2 + rä = 0, D"=0, 
d. b, die Kreispunkto Doppelpunkte der Kurve sind. 

Jeder Kreis berührt die Enveloppe doppelt; die Schnitt- 
punkte des Deferenten q> mit dem Inversionskreis liefern 
dann aber derartige Elreise vom Radius Null, also folgt, 
daß diese Schnittpunkte Brennpunkte der bizirkularen Kurve 
vierter Ordnung ^ind. 

Die bizirkulare Kurve dritter Ordnung. 
43. Wenn der Deferent eine Parabe! wird, so erniedrigt 
sich die Ordnung der entstehenden an all agmati sehen Kurve. 
Schreiben wir qj in der Form 

(20) i^Ä + y^X + y«A = , 

so ist bekannt, daß dieser Kegelschnitt die drei Seiten des 

F-Dreiecks berührt. Denn rationell gemacht lautet diese 

Gleichung 

a\'k\-\- a\'k\-\- al'lä^~2a^a2ki^'k,^-~2aYa^h^h^ — 2a^a^\k^ = Q 

und für die Schnittpunkte mit einer Seite des F.-Dreieeks, 

z. B. für Äj = , erhält man daraus zwei zusammenfallende 
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§ 11. Die anaUagmatischen Kurven. 89 

Wert«. In Linieokoordinaten Si, f ^ , ^3 wird dann aber die 
Gleichung des Kegelschnittes (20) 

h S2 ^3 

oder entwickelt 

(21) «, li f, + a, i, ^3 + <*! ^2 fs = . 

Ersetzen wir hier li , f ä f ^s bzw. durch Xj , i^ , 5^ , so 
erhalten wir entsprechend der soeben gegebeneu Ableitung 
die zugehörige analkgraatische Kurve. Diese wird also: 

(22) % ^, Zj + «3 Äi K- +a^K,K- = 0. 

Stellen wii jetft die Bedingung auf dah der Deferent 
eine Parabel wnd Dinn mnß 9, die unendlu,li ferne Gerade 
berühren. Dcieu Gleichung i?t aber (G T I 23.) 

?i + ^. + ^ = U 

d.h. ihre KooiJmaten ^ ^eihalten sich wie 1 1:1. Soll 
für diese Weite die Gleichung (21) criullt werden, so muß 
also sein 

(23) «1 + «a + t(g = . 

Dies ist aber in (22) der Koeffizient von {x^ +^^)S ^o daß 
diese Gleichung die Form annimmt 

d. h. man erhäJt eine zirkuläre Kurve dritter Ordnung, welche 
durch die Kreis punkte einfach hindurchgeht. 

Haben die Kreise K^, K^, K^ einen reellen Punkt P 
gemeinsam, so folgt schon aus der Form der Gleichung (19), 
daß er ein Doppelpunkt für die auallagmatisehe Kurve ist. 
Diese wird also rational. Alle Kreise des Netaes gehen 
durch den Punkt P hindurch, auf den sich der Orthogonal- 
kreis Kq reduziert. Die frühere Konstruktion (38-) liefert 
sofort die Eigenschaft, daß die Punkte Q der anaUagmatischen 
Kurve sich ergeben, wenn man die von P auf die Tangenten 
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90 II- Aus den Erejspuokten abgeleitete quadr, Transformationen. 

des Deferenteu gefällten Senkrechten PS um die eigene Länge 
verlängert, so daß also PS = SQ . Dann ist aber der Ort 
der Punkte Q ähnlich und ähnlieh gelegen zum Orte der 
Punkte j5, d. h. zur Fußpunktkurve des Punktes P in bezug 
auf denDeferenten. Es sind also die anal lagmati sehen Kurven 
in diesem Falle wesentlich Fußpunktkurven für einen Kegel- 
schnitt. 

Weitere Eigenschaften der anaJlagm atisehen Kurven 
findet man bei Loria: „Spezielle algebraische und tran- 
szendente ebene Kurven", deutsche Ausg. von Schütte, 
Leipzig 1902, S. 358 ff. erörtert. 



§ 12. Apparate zur mecliaiiisclien Herstellung 
einer lUTersion. 

Der Peaucelliersehe Inversor. 
44. Der älteste Apparat, welcher mechanisch die Be- 
ziehung der Inversion herstellt, ist der vonPeauceilier (4, 5). 
Vier Stäbe von der Länge 6 sind durch Gelenke zu einem Ehom- 
bus PQP'Q' verbunden (Fig. 31a und 31b), außerdem ist in 




Fig. 31 a, 

den Ecken Q und Q' noch ein aus den zwei gleich langen Stäben 
OQ = OQ' — a bestehendes Knie angeschlossen in der Art, 
daß also 0, P, P' auf einer Geraden liegen. Dabei kann 
auf der Verlängerung von PP' angenommen werden (Fig. 31a) 
oder auch auf PP' selbst (Fig. 31b), je nachdem a^h. 
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Zeichnen wir um Q als Mittelpunkt mit b als Radius 
einen Kreis und bringen OQ mit ihm in IR und S zum 
Schnitt, so ist beide Male 

OP-OP'^OR- OS 

und daraus folgt für die Fig. 31a 

■(1) OF ■ OP' ^a-'~b\ 




dagegen für die Pig. 31b 

(2) OP- OP'^h^-aK 

Halten wir fest, während wir den Punkt Pinnerhalb der durch 
den Mechanismus voi^eschriebenen Grenzen auf einer Kurve 
führen, so beschreibt zufolge dieser Beziehung P' die inverse 
Kurve; im ersten Palle erhalten wir eine Inversion mit posi- 
tiver, im zweiten eine mit negativer Potenz. Doch können 
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wir ebensogut im ersten Falle P festhalten und die von 
und P' durchlaufenen Figuren benutzen. 

Erreicht man z. B. durch Anbringung eines weiteren 
Stabes, daß P einen durch gehenden Kreis beschreibt 
(Fig. 31a), so wii-d dadurch P' auf einer Geraden geführt 
Der Apparat verwandelt also diese kreisförmige Bewegung 
in eine geradlinige, er gibt eine mathematisch richtige Ge- 
radführung, während die berühmte von James Watt (178i) 
bei seiner Dampfmaschine angewandte nur eine angenäherte ist. 

Führt man den Punkt P auf einem Kreise, der nahe 
an vorbeigeht, so beschreibt P' einen Kreis von großem 
Eadius. 

Durch passende Verbindung zweier solcher Mechanismen 
hat Peaucellier auch für die Kegelschnitte, die Pasealsche 
Schnecke, die Konchoide und Kissoide mechanische Erzeugungs- 
weisen gefunden. 



Der Hartsche Inversor. 
45. Ist AB OD ein gleichschenkliges Trapez (Fig. 32) 
also ÄB=CD = a, AG^BD = h und ADr^BC, so 
hat das überschlagcne Viereck ABCD, das aus in den 




Ecken durch Gelenke verbundenen Stäben zusammengesetzt 
ist imd als gelenkiges Antiparallelogramm bezeichnet wird, 
ide bekannte F' 



Das Produkt der Diagonalen eines Antiparallelo- 
gramms ist konstant = der Differenz der Quadrate 
der Seiten. 



y Google 



§ 12. Apparate zur meohanisohen Herstellung einer Inversion, 93 

Denn ziehen wir durch G eine Parallele zu AS, welche 
der Seite AD in E begegnet, so ergibt sich wiederum mit 
Rücksicht auf den Kreis, der C zum Mittelpunkte hat und 
durch E und D gebt 

(1) AD.BC^AD-AE^Jß^a^. 

Ziehen wir jetzt in irgend einer Stellung zu den parallelen 
Diagonalen eine ParaUele, welche die Seiten in 0, P, P", Q 
trifft, so liegen wegen der Proportionalität der Seitenabschnitte 
diese vier Punkte bei jeder Stellung des Mechanismus in 
einer Parallelen zu den Diagonalen und es ist 
qP^AO OP' BO 

BG" AB' 'AD~ AB' 
also 

rtP OP' AQ.BQ.AP.BC 
AB-i 
oder nach (1) 

(3) OP- 0P'= ''''^/'> AO-BO. 

Es kann also auch dieser von Hart (7) erfundene Apparat 
dazu dienen, eine Inversion zu beschreiben; fixiert man den 
Punkt 0, so beschreiben P und P' entsprechende Kurven 
einer Inversion mit' positiver Potenz. Halt man dagegen P 
fest, so liefern und P stets Punkte, die sieh in einer 
Inversion mit negativer Potenz entsprechen. 

Der Inversor von Sylvester und Kempc. 
46. Diese Betrachtungen lassen sich nun noch sehr ver- 
allgemeinern. Konstruieren wir über den Seiten eines ge- 
lenk^n Antiparallelogramms ähnliche Dreiecke ABO, DBP, 
DCQ, AGP' in der durch Fig. 33 veranschaulichten Weise 
und fassen die Ahnlichkeitstransformation ins Auge, welche 
in einer Drehung um den Winkel a um den Punkt A besteht 
und AO in BO verwandelt. Dann fuhrt dieselbe OP' in 
B G über, so daß also OP' gegen 5 (7 um den Winkel « 
gedreht ist. Pur D als Drehungspunkt einer zweiten Ahn- 
lichkeitstransformation folgt ebenso, daß PQ gegen SC den 
Winkel (X bildet, also ist 

OP' ^ PQ . 
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In ähnlieiier Weise ergibt sich 

Unter Berücksichtigung des Sinnes der Drehungen « und ß 
erkennt man femer, daß OP und OP' den Winkel a + /? ein- 
schließen. 

Weiter ist aber 

ABBP^AABO 



und 



BD:BP=AB:BO, 




folglich auch 

ABOP'^^ABAD 
und 

PO:BO = AD:AB 
oder 

PO AB-BO 
AB ■ 
Ganz in ähnliclier Weise finden wir 

r„r, __ BC-AO 
AB • 
mithin 

AD-BC-AO-BO 
AB> 
oder mit RüclEsicht auf (1) 



PO-P'O-- — 
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§ 12. Apparate zur mechanischen Herstellung einer Inversion. 95 

Damit ist aber der elegante Satz bewiesen; 

Die vier Ecken OPQP' der angefügten Dreiecke 
bilden in jeder Lage ein Parallelogramm von kon- 
stantem Flächeninhalte. 

Fixieren wir wieder den Punkt , so beschreiben 
demnach P und P' inverse Figuren, von denen die eine 
gegen die andere um den Winkel oc -\- ß am das Inversions- 
zentrum gedreht ist. Dies ist der Inversor von Sylvester (6) 
und Kempe (8). 

Wie sieb der Hartsche Inversor als spezieller Fall aus 
diesem Mechanismus ableiten läßt, wird leicht zu übersehen 
sein. Für weitere Studien vergleiche man Burmester: 
Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1886, S. 564 ff. 

Die Inversoren von Peaucellier, Hart und Sylvester- 
Kempe sind in einfacher Ausführung von Martin Schilling 
in Halle a. S, zu beziehen. 
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ni. Kapitel. 

Die Kreisverwandtschaif. 

§ 13. Zerlegung einer Kreisverwaadtschaft in einfachere 
Transformationen. 

Darstellung einer Punktverwandtsehaft 
durch komplexe Variabeln. 
47. Indem wir die imendlielj fernen, imaginären 
Kreispunkte als F.-Punkte wählten, erhielten wir die neue 
quadratische Verwandtschaft der Inversion; außerdem 
ergab sich noch eine weitere Trans form ation, die aus der 
Inversion durch Hinzufügung einer Spiegelung abzuleiten 
war. Diese wurde durch die Gleichungen (10) oder auch 
(11) dargestellt (S. 60). Die Form der letzteren läßt es 
naheliegend erscheinen, statt der Variabein x, y und x', y' 
deren Verbindungen 

s = x-^iy, /=x'-\-iy' 
einzuführen. Es wird dann 

1 X ^iy 1 _ x' — iy' 

s " x-^-^y^' s' ~ a;'3 + /3 ' 

und mit Rücksicht auf die Beziehung {x^-\-y'^){x'^-\-y"^')^=^li^ 

lassen sieh die zwei Gleichungen (11) durch die eine 

ersetaen : 

(1) --f 

Bei der Transformation (14) dagegen ist eine solche Dar- 
stellung durch eine einzige Gleichung zwischen den neuen 
Variabein s und s' nicht möglich. Damit gewinnen wir 
einen neuen Gesichtspunkt, indem wir jetzt ganz allgemeiii 
diejenigen Transformationen ins Äuge fassen wollen, welche 
sich in dieser Weise durch eine Gleichung zwischen den 
komplexen Variabein s und b' darstellen lassen. 

Haben wir in zwei Ebenen e und e' je ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem angenommen, so können wir eine kom- 
plexe Zahl von der Form s = x -\-%y durch den Punkt mit 
den rechtwinkligen Koordinaten x,y repräsentieren, und um- 
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gekehrt gehört zu jedem Punkte der Ebene e dann eine be- 
stimmte komplexe Zalil. Ebenso verfahren wir in der Ebene e' 
mit der komplexen Variabel s' = x'-\-iy'. Soll nun durch 
eine algebraische Beziehung zwischen s und s' eine ein-ein- 
deutige Punktverwandtschaft der Ebenen e und e' beigestellt 
werden, so muß diese Beziehung in bezug auf s und g' vom 
ersten Grade sein: Sie ist also eine büineare Gleichung von 
der Form: 

(2) cBs' — as ~\- dm' —6 = 0, 

wo a, b, c, ä konstante Zahlenwerte sind. Aus ihr ergeben 
sich für z' und 3 die Ausdrücke 

, az + i , —ds'+ h 
(3 s' =; ^ bzw. B = ;^^ . 

In dieser allgemeinen Transformation, welche jedem 
Werte der einen Variabein einen und nur einen Wert der 
andern Variabein und somit auch jedem Punkte der Ebene e 
einen Punkt der Ebene e' und umgekehrt zuordnet, ist die 
durch (1) gegebene Punkt Verwandtschaft ersichtlich als spe- 
zieller Fall enthalten, nämlich für 

ß = 0, & = /c, c = l, (Z=0. 
Wir wollen nun die geometrische Natur der durch die 
allgemeine Gleichung (3) gegebenen Beziehung der beiden 
Punktfelder untersuchen und die für sie charakteristischen 
Eigenschaften kennen lernen. 

Formen wir (3) wie folgt um: 

1)0— ad 

^'^~e^ cz + T' 
und setzen wir der Reihe nach 

(4) B" = C3 + d 



(ö) i 

so wird schließlich 


'" = 


= - 


e 


- = 


A 


z" 


s" 


<6) 




/ 


= ^"' + 


C 




Doehlemaan, Geom. 


slii 


acii 


B Transfori 


□ ati. 


onen. 
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und die durch die allgemeine, linear gebrochene Substitution (3) 
gegebene Beziehung der beiden Ebenen läßt sich folglich er- 
setzen durch die Reihenfolge der Transformationen (4), (5) 
und (6). Die letztere ist ein spezieller Fall von {4), wir 
wenden uns also zunächst zur Untersuchung der Trans- 
formation (4) und der in ihr enthaltenen besonderen Falle. 

Die kongruenten Abbildungen und die Ahnlichkeits- 
transformation. 
48. Betrachten wir zunächst den einfachsten JFall, 
d. h. die durch 

(7) 2' = ^ + « 

gegebene Abbildung, und schicken wir die allgemeine Be- 
.merkung voraus, daß die geometrische Interpretation dieser 
Transformationen sich unmittelbar daraus ergibt, wie man 
in der Punktionentheorie*) die einfachsten arithmetischen 
Bechnungs Operationen für komplexe Zahlen definiert. Beide 
Ebenen e und s', sowie die beiden rechtwinkligen Ko- 
ordinatensysteme mögen 
der Einfachheit halber 
als zusammenfallend an- 
genommen werden. 

Die komplexe Kon- 
stante 

von (7) wird dann durch 
einen Punkt A repräsen- 
tiert (Fig. 34), ^durchdea 
Punkte; den Punkt ^', 
welcher den Wert 

darstellt, finden wir ohne weiteres, indem wir das Parallelo- 
gramm AOZZ' zeichnen oder — was das gleiche bedeutet — 
den „Vektor OA" seiner Länge und Richtung nach m Z 
antragen. Wir gelangen also ganz von selbst dizu, die 

*) Man vgl. etwa; Eurkhardt; Einführung in dio Theoiie 
der analytischen Punktionen einer komplexen Vfr'mdPi liehen 
2. Aufl. Leipzig 1903. 
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komplexen Zahlen als „Vektoren" oder gerichtete Größen 
aufznfaBsen, d. h. als den Ausdruck einer Fortbewegung um 
eine gewisse Strecke in einer gewissen Richtung. Alle 
Punkte Z' leiten wir demnach aus den Punkten Z ab unter 
Anwendung dieser durch den Punkt A festgelegten Parallel- 
verschiebung. Das System der Punkte Z' wird folglich 
kongruent, und zwar gleichsinnig zu dem der Punkte Z; 
im Sinne der Mechanik stellt die Gleichung (7) eine „Parallel- 
verschiebung" oder „Translation" des starren Systems der 
Punkte Z um den Vek- 
tor a dar. -^A; — - 

Es ist leicht, einen 
Apparat anzugeben, der 
mechanisch diese Ver- 
wandtschaft herstellt. 
Wir haben z.B. nur notig 
[Kempe (8) S. 95], zwei 
Gelen k p arallel ogram me 
ABGB und CDZZ' 
mit einer gleichen Seite 

(Fig. 35) zusammenzu- Fig- 35. 

fügen. Halten wir das 

Glied AB fest, so bleibt ABZ'Z bei aüen Verzerrungen 
des Mechanismus ein Parallelogramm, und die Ecken Z 
und Z' beschreiben solche Systeme. 

Ganz in der gleichen Weise wird aus der für die Mul- 
tiplikation komplexer Zahlen geltenden Eegel unmittelbar 
die geometrische Natur der Transformation 

(8) »'-6« 

erschlossen werden können. Denn erscheinen z und h , dm'ch 
Modul und Argument dargestellt, in der Form 

'b ~T^ (cosip^ -[- % singjj) , 
so ist 

z'= ÖS = rr^ (eoB(9J -h (p^ + isin(9) -\- rp^ , 

und der Punkt Z', welcher hs oder z' repräsentiert, wird 
gefunden, indem man (Fig. 36) das Aigument (p^^ von dem 
Vektor OZ aus anträgt und die Länge {)Z'==rr^ macht. 
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Sclmeidet man noch auf der positiven X-Achse die Länge 

OA ^^ 1 ab, so ist 

AOZZ'^AOAB. 

Man erhält mithin das System der Punkte Z' aus dem der 
Punkte Z, indem man jeden Radiusvektor OZ zunächst um 
den unveränderlichen Winkel (p^ dreht und dann die mit r^ 
multiplizierte Länge OZ anträgt. Es ist das ebene System Z' 
also gleichsinnig ähnlich dem System Z, und ist der 




im Endlichen gelegene Doppelpunkt der beiden Felder. Die 
Gleichung (8) stellt eine Ahnlichkeitstransformation dar 
(G. T. L 96.). 

Ist f> reell, also (pi = 0, so liegen die beiden Systeme 
perspektiv; ivird der Modul von b oder r^ = 1 , -während 
951^0, so erhält man eine reine „Drehung" oder „Rotation" 
um den Punkt 0, und die Systeme sind wieder kon- 
gruent. 

Um die Ähnlichkeitstranaformatiou (8), also die Mul- 
tiplikation mit einer komplexen Zahl, durch einen Gelenk- 
mechanismus zu realisieren, benutzt Kleiber [(9) S. 95] eine 
beliebige Anzahl ähnlicher Dreiecke ~ in der Fig. 37 sind 
deren vier, A^ÄiBi, A^A^B^, A^A^Bs, A^Z'B^ gewählt — , 
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welche durch die gezeichneten gelenkigen Parallelogramme 
verbunden werden. Leicht beweist man dann, daß 

Hält man also A^ fest, so besehreiben die Ecken Z und Z' 
ähnliehe Systeme, AoÄ^jA^Bi gibt die Längenänderung, 
die Drehung des einen Systems gegen das andere wird durch 
den Winkel Aj^A^Bi gemessen. 

Nimmt man A^B^ = A^A^ , so liefert der Mechanisnins 
eine reine Rotation. 



Im einfachsten Falle, d. h. für zwei Dreiecke und ein Par- 
allelogramm, erhält man den zuerst von Sylvester [(6) S. 95] 
und Kempe [(8) S. 95] angegebenen sog. Plagiographen oder 
Pantographen, 

Damit ist nun auch die Transformation (4) geometrisch 
gedeutet: denn sie kann angesehen werden als das Resultat 
einer Parallel Verschiebung (7) und einer Ähnlichkeitstrans- 
formation (8), ist also eine Ähnlichkeitstransformation in 
allgemeiner Darstellung, Ihren Doppelpunict erhalten wir, 
wenn wii" s = b' setzen: er wird: 
ä 



Die Koordioatentransformation, dargestellt in 

komplexen Zahlen, 

49. Es mag hier die Bemerkung Platz finden, daß wir, 

ganz wie früher (G. T. 1. 194.), auch einen und denselben 

Punkt auf zwei verschiedene Koordinatensysteme beziehen 
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können. Dann werden einem Punkte zwei komplexe Zahlen 
zugeordnet, und der Zusammenhang zwisehen diesen kom- 
plexen Zahlen gibt wieder die Formeln der Koordinaten- 
transformation, nur m etwas anderer Gestalt, 

Hat man zwei parallel gerichtet« Koordinatensysteme X, Y 
und X', Y' in der gleichen Ebene und sind x, ß die Ko- 
ordinaten des Nullpunktes des ersten in bezug auf das zweite, 
so gelten die Formeln 

a;'=x + c<., y' = y + ß. 

Ist ferner a = ck -{- iß, so ergibt sich daraus sofort 

s'^^ + a 

als Ausdruck für die Parallel Verschiebung 

Betrachten wir zwei rechtwinkUge Koordinatensysteme 
mit gleichem Nullpunkte, von denen aber das eine gegen 
das andere um den Winkel a. gedreht ist, so ist 

x'^ ipcos« — 2/ sin« 



90 lassen sich die obigen Formeln für die Drehung in der 
einen zusammenfassen 



Die allgemeine Koordinatentransforraation endlich erscheint 
dann als Verbindung einer Parallel Verschiebung mit einer 
Drehung in der Form 



Die Transformation s'= — . 

50. Die Verwandtschaft (5) endlieh, in der A eine 
komplexe Zahl sein wird, laßt sich darstellen durch die 
Ahnliehkeitstran sf ormation 
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unter Hinzunahme der weitern Abbildung 

Dies ist aber, wie wir soeben {S. 96) saheo, eine Trans- 
formation durch reziproke Radien für ft = 1 in Verbindimg 
mit einer Umklappung um die X-Aclise. 

Damit ist nun aber auch das Resultat gewonnen, daß 
sich die allgemeine Abbildung (3) ersetzen läßt durch zwei 
Ainliclikeitstransformationen in Verbindung mit einer Trans- 
formation (1) und einer. Parallel Verschiebung. 

Nun führen die Ähnlichkeitstransfonnationen — was 
ja selbstverständlich — jeden Kreis wieder in einen Kreis 
über, und auch der Transformation (1) kam diese Eigenschaft 
zu, wenn wir auch die Geraden als Kreise mit unendlich 
großem Radius betrachten. Demnach hat die linear ge- 
brochene Substitution (3) überhaupt die Eigenschaft, 
jeden Kreis der einen Ebene wieder in einen Kreis 
der andern Ebene zu verwandeln. Diese Abbildung 
wurde deswegen von Möbius (1, 2, 3, 4) als „Kreis- 
verwandfcschaft" bezeichnet. 

Ferner lassen die betrachteten Ahniiclikeitstranaforma- 
tionen, sowie die kongruenten Abbildungen die Winkel und 
ihren Sinn unverändert; das gleiche wurde in 36. von der 
Transformation (1) bewiesen. Folglich gibt auch die Kreis- 
verwandtschaft eine konforme, in den kleinsten Teilen 
ähnliche Abbildung, wobei der Sinn der Winkel erhalten 
bleibt. 

Führt man noch die Verbindung 

s = X — iy 

in die Betrachtung ein, so läßt sich auch die durch die 
Gleichungen (14) (S. 60) gegebene Inversion vermittels der 
einzigen Gleichung 



zur Darstellung bringen. Allgemein gibt eine Gleichung 
, a^ + i 



(10) 
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eine Verwandtschaft, die sich von der durch die Gleichung (3) 
dargeatellten nur dadurch unterscheidet, daß der Sinn der 
Winke! geändert ist. In der Tat führen -wir durch Hinzu- 
nahme der Abbildung 

d.h. durch eine Spiegelung an der X-Achse diese Transformation 
auf die soeben behandelte zurück. Zu den Kreisverwandt- 
schaften im allgemeinen Sinne haben wir demnach auch die 
durch die Gleichung (10) definierten zu rechnen, und wir 
können nach dem Vorgange von Möbius zwischen direkten 
und indirekten Kreis Verwandtschaften unterscheiden, je nach- 
dem der Sinn der Winkel erhalten oder geändert wird. Im 
folgenden beschränken wir uns auf die Kreis Verwandtschaften 
der ersten Art. 

Der unendlich ferne Punkt einer Ebene. 
Die Zentralpunkte; Doppelpunkte. 
51. Für einen unendlieh fernen Punkt der 2- Ebene 
ist « = 00, y = 00, und es wird also auch ^ = 00 , Nehmen 
wir jetzt keine ßfleksicht darauf, daß die verschiedenen un- 
endlich fernen Punkte sieh durch den endlichen Wert unter- 
scheiden, den der Quotient y ; x auch für die unendlich 
großen Werte der Variabein besitzt, so erhalten wir aus 
den Gleichungen (3) für s = 00 bzw. 2' = 00 die folgenden 
entsprechenden Wertepaare: 



Betrachten wir also bloß die komplexen Variabein, so 
können wir von „einem unendlich fernen Punkte einer 
Ebene" sprechen, und diesen unendlich fernen Punkten JJ 
und Q' der Ebenen e und b' entsprechen die endlichen 
Punkte JJ' und Q, welche Möbius „Zentralpunkte" nannte. 
Auch die frühere Anschauung führt uns zu diesen Punkten. 
Denn betrachten wir etwa die unendlich ferne Gerade der 
2-Ebene, so wird dieselbe durch die ÄLnlichkeitstransforma- 
tionen und Parallelverschiebungen, aus welchen sieh die Kreis- 
verwandtschaft zusammensetzt, jedenfalls in sich selbst über- 
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geführt Die Transformation (9) aber, welche den wesentlichsten 
Bestandteil der Kreisverwandtschaft ausmacht, ordnet der 
unendlich fernen Geraden den Mittelpunkt des zugehörigen 
Inversionskreises zu. Folglich sind die Zentralpunkte Q 
und ü' auch diejenigen Punkte, welche nach Ausführung 
aller die Kreis Verwandtschaft liefernden Transformationen 
der unendlich fernen Geraden der Z'- bzw. Z-Ebene ent- 
sprechen. 

Jeder Geraden der einen Ebene wird mithin ein EJ^eis 
durch den Zeotralpunkt der andern Ebene entsprechen. 

Liegen die beiden Ebenen aufeinander, so liefert die 
Beziehung (2) sofort die Punkte, welche mit ihren ent^ 
sprechenden zusammenfallen oder kurz die Doppelpunkte, 
indem wir s = n' setzen. Es ergibt sich dann die quadra- 
tische Gleichung 

cz^ + {d — a)s — h = 0, 
und wir erhalten also zwei solche Doppelpunkte. Jedem 
Kreise durch diese beiden entspricht wieder ein Kreis durch 
diß gleichen Punkte. 

Zwei kreis verwandte Ebenen hegen involutorisch, 
wenn in der Verwandtschaftsgleichung (2) 

a=—df also a + (? = 0. 
Denn dann entspricht jedem Punkte der gleiche, mau mag 
ihn zum einen oder andern System rechnen. Die geometrische 
Bedingung dafür besteht darin, daß irgend zwei Punkte der 
Verwandtschaft sich involutorisch entsprechen müssen. Ohne 
Beweis sei erwähnt, daß zwei kreisverwandte Ebenen sich 
stets in solche gegenseitige Lage bringen lassen,, daß sie eine 
gewöhnliche Inversion bilden. 

Man beachte auch noch, daß bei einer eigentlichen Kreis- 
verwandtaohaft, die von einer Ahnlichkeitstransformation ver- 
schieden ist, in der Reihe der die Abbildung ersetzenden 
Transformationen die Transformation (9), also auch die In- 
version nicht fehlen kann. Denn dies wäre nur möglich, 

ad~ hc = 
wäre, während a, b, c, d als von NuJl verschieden an- 
genommen werden. Das Verschwinden dieser Substitutions- 
determinante würde aber wiederum ganz ebenso, wie in 
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G. T. L 45. dargetan ist, ein Ausarten der Verwandtschaft 
zur Folge haben. Die bisherigen Resultate fassen wir end- 
lich noch wie folgt zusammen: 

In zwei kreisverwandten Ebenen entspricht jeder 
Geraden des einen Feldes ein Kreis dnreh den Zentral- 
punkt des andern; jeder Geraden durch den einen 
Zentralpunkt eine Gerade durch den andern, jedem 
beliebigen Kreis wieder ein Kreis. Irgend zwei 
Kurven schneiden sich unter dem gleichen Winkel 
■wie die entsprechenden Kurven; die Abbildung ist 
eine konforme, in den kleinsten Teilen ähnliche, 
imd es bleibt auch der Sinn der Winkel erhalten. 
Es wäre ferner leicht zu zeigen, daß eine Punkttrans- 
formation der Ebene, die jeden Kreis wieder in einen Kreis 
verwandelt, sich zusammensetzen muß aus Ähnlichkeitstrans- 
formationen und aus Inversionen. Darnach stellt die Glei- 
chung (3) alle Punkttran aformationen der Ebene dar, welche 
einen Kreis wieder in einen Kreis überführen, und da in (3) 
drei wesentliche komplexe Konstante auftreten, so gibt es oo« 
derartige Punkttransformationen. Sie bilden, wie die pro- 
jektiven Transfoimationen, eine Gruppe, 

§ 14. Das komplexe Boppelverhältnis von vier Paukten 
in der Ebene. 

Vier Punkte in der Ebene. 
52. Die durch die bUineare Beziehung zwischen s und z' 
gegebene Analogie der Kreisverwandtschaft und der projek- 
tiven Beziehung der Grundgebilde erster Stufe läßt es als 
zweckmäßig erseheinen, auch den Begriff des Doppelverhält- 
nisses auf komplexe Werte auszudehnen. Rein formal bietet 
dies nicht die geringsten Schwierigkeiten. Besteht zwischen 
zwei Ebenen eine Kreis Verwandtschaft, ausgedrückt durch 
die Beziehung 

» '■'-'^.- 

und entsprechen vier Punkten Z^, Z^, Z^, Z^ mit den 
komplexen Werten «i , «2 . «3 . ^ ^ie Punkte Z[, Z'^, Zi, Z'^ 
i der zugehörigen Werte e[, s^^ ^it ^'a so 
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inau wie früher (G. T. I. 44.) die Eelalion ab- 



Es fragt sieh jetzt aber, welche geonietrische Deutung 
einem solchen Doppelquotienten 






in bezug auf die Gruppe der vier Punkte Z-y, Z^, Z^^ Z,^ 
zukonunt. Stellen wir die einzelnen Quotienten des Aus- 




drucks (3) in der Ebene dar, so erhalten wir den Punkt, 
welcher die Differenz S-^ — % repräsentiert, indem wir (Fig. 38) 
an den Vektor OZ^ den Vektor — .S3, d. h. Z^O ansetzen. 
Der dadurch sich ergebende Punkt soll in der Figur kurz 
mit S-y — ^3 bezeichnet werden. Ist dann r^^ die Länge der 
Strecke Z^, Z^^ uad ^^^ der Winkel, den sie mit der positiven 
X-Achse bildet, "so wird 



h = »^is {^^ 



srngj^J . 



Ganz in der gleichen Weise konstruieren wir den Punkt 
S3 — ^g als letzte Ecke des durch OZ^ Z^ bestimmten Parallelo- 
grammes und erhalten 

% — Äig = r^a (eos^ag + ( ■ süiijs^g) , 
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wenn r^g die Entfemuug Z^^Z^ und 9)33 der Winkel dieser 
Richtung mit der X-Achse. Daraus konstruieren wir unter 
Umkehrung der Regel für die Multiplikation komplexer 
Größen (S. 99) den Punkt 



indem wir den Winkel 

von der X-Achse aus in gleichem Sinne antragen und auf 
dessen zweiten Schenkel die Länge r^g : j-^g abschneiden. Es 
ist also 

^^ ~^^ = ^{cos2;^,^, + ( ■ 8mZ,,Z.Z,) . 
^ä ~ % *-as ^ 

Ganz ebenso ergibt sich 

^^~^* = -^ {eosZ,Z^Z, + i ■ smZ^Z^Z^) . 
und schließlich 

1 = 'i^i^ {coä{Z^Z^Zi -Z^2iZi)-\-i-üva{Z-ß^Zy-Z^Z^Z^)} 

oder: 

Daa komplexe Doppel Verhältnis {^i^^s^Bi) von vier (in 
zwei Gruppen geteilten) Punkten Z^, Z^ , Z^, Z^ einer 
Ebene hat einen Modul, der gleich ist dem Doppelverhältnia 
der Strecken, welche die beiden letzten Punkte mit den beiden 
ersten bilden und ein Argument = der Differenz der Winkel, 
welche die beiden letzten Punkte mit den beiden ersten ein- 
sehließen. 

Entsprechen nun den Punkten 2-, , Z^, Zg, Z^ in der 
Kreisverwandtschaft die Punkte Z^, Z'^, Z3, Zi, so werden 
die Verbindungslinien der Punkte Zj in Kreise übei^ehen, 
die alle durch den Zentralpunkt Ü' des Peldes e' hindiu-ch- 
gehen. Bezeichnen wir die Strecke Z^Z^ wieder mit ^13 usf., 
so können wir für das Doppel Verhältnis (Si^2^s^i) den ana- 
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li^n Ausdruck bilden wie iu (4) und die Gleichung (2) 
liefert dann folgende zwei Beziehungen zwischen den reellen 
Größen : 

(5) !n._n±^-A,^^ 

ferner 

(6) Z^^,Z^ - Z^Z^Z-i ^ Z[Z'^Zi - Z[ZiZi 
oderi 

In zwei einander entsprechenden Punktquadrupeln 
kreis verwandter Ebenen sind die analog gebildeten 
Doppelverhältnisse der Strecken und die entsprechen- 
den Winkeldifierenzen einander gleich. 



Eine Anw 



' dieses Satzes. 



53. Sind vier Punlrte Z^, Z^, Z^, Z^ in der komplexen 
Ebene gegeben und konstruieren wir zu Z^ in bezug auf das 
Dreieck Z^Z^Z^ das Fußpunktdreieck ABC, so daß also 




A^B, die Fußpunkte der von 2^ aus gefäüten Senk- 
rechten (Fig. 39), so ergibt sieh aus den Kreisviereeken AZ^ CZ^ 
bzw. BZ^ GZ^ , welche je zwei rechte Winkel enthalten, 



AG = r, 
BG^r 



nZ^Z^Z^ 
nZ^Z^Z^ , 



yGoosle 



110 III. Die Kreiaverwandtschaft. 

also 

AC _ r^^sinZ^Z^Zg _ r^ f\s 

■SO ~ r^^srnZ^Z^Zs ~ »"u »"ss ' 
Dies ist aber gerade der Modul von (^'i^a^gSi); femer ist 
AÖB = ÄÖZ^ + SÖZi = Zi^^Z^ + ZiZ^Z^ 
= Zi^^Z^-Z^Z^Z,. 
Dieser Winkel gibt also das Argument des obigen Doppel- 
verbältniBses. Büdet man die Ebene durch eine lineare Trans- 
formation ab, so geht die Gruppe von vier Punkten in eine 
neue über, Z{7i^Z^Zi, die Geraden der ersten Figur ver- 
wandeln sieh in Ere^e, aber das zu Zi in bezug auf das 
Dreieck TJ^Z'^Z'^ gehörige Fußpunktdreieek W%'%' , dessen 
Ecken natürlieh nicht den Punkten A, B, C entsprechen, 
bleibt nach der obigen Entwicklung zu AH ü ähnlich. Ea 
folgt also folgender Satz von Schick (7): 

In kreis verwandten Ebenen oder bei linearer Trans- 
formation der komplexen Ebene behält das Fußpunkt- 
dreieck jedes vierten Punktes in bezug auf das Drei- 
eck der drei übrigen Punkte invariante Form. 

Andere Deutung des komplexen Doppel- 
verhältnisses. 
54. Unter Zuhilfenahme weiterer imaginärer Gebilde kann 
man das komplexe Doppelverhältnis von vier Punkten einer 
Ebene auch noch auf andere Weise deuten, Ist 
(7) ■x-^iy = X 

ein Strahl durch den einen Kreispunkt 1, wo l im all- 
gemeinen eine komplexe Zahl sein wird, so wird dieser 
Strahl von dem konjugierten Strahl in dem einzigen reellen 
Punkte geschnitten, den er trägt. Dieser konjugierte Strahl 
unterscheidet sich bloß durch das Vorzeichen von % von dem 
ersten, geht also durch den anderen Kreispunkt J . Es sei 
x,^, Pi der reelle Schnittpunkt, so ist also 

und der erstgenannte Strahl kann ; 
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wobei Si die komplexe Zahl, die zu dem reellen Punkte 
Xi , yi gehört. Homogea geschrieben erhalten wir mithin 
die Gleichung 

aus der hervorgeht, daß s^ als Parameter des Strahles (7) 
genommen werden kann. Vier Strahlen des Büschels I, die 
nach den reellen Punkten Z^, Z^, Z^, Z^ laufen, bilden dem- 
nach ein Doppel Verhältnis, dessen Wert = (Si s^ Sg s^. Legen 
wir durch / und die vier Punkte Zt einen Kegelschnitt, der 
natürhch selbst imaginär ist, so kann das komplexe Doppel- 
verhältnis (% Sj z^ ^j) auch ersetzt werden durch das Doppel- 
verhältnis der vier imaginären Strahlen, die von irgend einem 
Punkte dieses Kegelschnittes nach den vier Punkten Z( laufen. 
Können vier Punkte in einer Ebene nun auch eine 
solche Ijage einnehmen, daß das von ihnen gebildete Doppel- 
verhältnis reell wird? Dazu ist notwendig und hinreichend, 
daß in (i) der mit ( multiplizierte Ausdruck verschwindet, 
daß also 

Z^2sZ,~Z^ß^Z,^k7i. (Ä = 0, 1, 2...) 
Dies tritt offenbar nur ein, wenn die vier Punkte Z/ auf 
einem Kreise gelegen sind. Dessen Peripherie wird dnrch 
die Punkte Z^ und Z^ in zwei Bogen geteilt. Befinden sich 2g 
und Z^ auf dem gleichen Bogen, so ist die obige Differenz Null, 
liegen sie auf verschiedenen Seiten der Sehne Z^^Z^ , so nimmt 
die Differenz den Wert jt an und geht in die Summe der 
Winkel über. Der Kegelschnitt durch I und die Punkte Zi 
geht auch durch den zweiten Kreispunkt und ist also dieser 
Kreis. Liegen noch spezieller die Punkte auf einer Geraden, 
so erhalten wir aus (4) den Ausdruck für das gewöhnliche 
Doppelverhältnis. Es folgt also: 

Das komplexe Doppelverhältnis von vier Punkten 
einer Ebene wird reell immer und nur, wenn die 
vier Punkte auf einem Kreise liegen und stimmt 
dann überein mit dem reellen Doppel Verhältnis der 
vier Strahlen, die aus irgend einem Punkte des Kreises 
die vier Punkte projizieren. 
Beispielsweise werden wir vier Punkte Z/ einer Ebene 
als „harmonische" bezeichnen, wenn 
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Sie liegen dann stets auf einem Kreise, und aus (4) ergibt 
sich die Beziehung 

**13 '*24 = *'2:i ''14 ■ 



Andere Erzeugung einer Kreisverwandtschaft. 
55. Die Analogie zwischen der Kreia Verwandtschaft und 
der projektiven Beziehung der Gruudgebilde erster Stufe 
kommt weiter zum Ausdruck in dem Satze: 

Sind drei Punkte Z^, Z^, Z^ einer Ebene durch 
ihre Parameter g^, s^, s^ gegeben, sowie eine be- 
liebige (komplexe) Zahl Jl, so gibt es bloß einen 
Punkt Z der Ebene, welcher mit den drei gegebenen 
Punkten ein Doppel Verhältnis vom Wert X bildet, 
so daß also 

(^1 % ^3 ^) = ^ . 

Denn diese Relation liefert sofort eine lineare Gleichung 
für s, aus der sich also immer ein und nur ein solcher 
Punkt Z ermitteln läßt. Weiter sehließen wir noch: 

Eine Kr ei 9 Verwandtschaft zwischen zwei Ebenen 
ist bestimmt, wenn drei Punkten Z^, Z^, Z^ der 
einen drei beliebige Punkte Z[, Z^, Z3 der zweiten 
Ebene zugewiesen werden. 

In der Tat, irgend ein Punkt Z des ersten Feldes be- 
stimmt mit Z^, Z^, Z^ ein bestimmtes Doppel verhähnis; der 
entsprechende Punkt Z' muß mit Z{, 2^, Z'^ ein Doppel- 
verhältnis vom gleichen Werte bilden, also gilt die Beziehung 



Dies ist bereits die bilineare Gleichung, welche die Kreis- 
verwandtschaft bestimmt. Die weitere Ausführung wurde 
schon G. T. I. 48. erledigt. 

Literatur zu § 13 und § 14. 

1. Möbius: "über eine Methode, um von Eelationen, weiche der 
Longimetrie angehören, zu entsprechenden Sätzen der Plani- 
metrie zu gelangen. Leipz. Eer. Bd. 4, 1853. S. 41^5i, auch 
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abgedruckt im J, für Math. Bd. 52. 1856. S. 229—342 oder 
Möbius Ges. Werke. Bd. 2. Leipzig 1886. S. 189-204. 

2. — Über eine neue Verwandtschaft zwischen ebenen Figuren. 
Leipz. Ber. Bd. 5. 1853. 8. U— 24, auch abgedi-uckt im J. für 
Math. Bd. 53. 1856. S. 218— 228. Ges. Werke. Bd. 2. 8.205—218. 

3. — Über die Involution von Punkten in einer Ebene. Leipz. 
Ber. Bd. 5. 1853. S. 176— 190. Ges. Werke. Ed. 2. 8.219—286. 

4. — Die Theorie der Kreis Verwandtschaft in rein geometrischer 
Darstellung. Leipz. Abh. Bd. 2. 1855. 8.529-595. Ges. Werke. 
Bd. 2. S. 243—314. 

5. Siebeek: Über die graphische Darstellung imaginärer Funk- 
tionen. J. für Math. Bd. 65. 1858, S. 221—253. 

6. 8tudy: Dm Apollonische Problem. Math. Ann. Bd. 49. 1897. 
8. 497—542. 

7. Schick: Beziehungen zwischen Isogonalzentrik und Invari- 
antentheorie. Münch. Ber. Bd. 30. 1900. S. 249—272. 

8. V. Weber: Zur Theorie der Kreis Verwandtschaften in der 
Ebene. Münch. Ber. Bd. 31. 1901. 8. 367-408. 



§ 15. Die dwrcli eine allgemeine rnnktioo 
einer komplexen Yeränderliclien gegeltene A1l)l>iläung. 

Definition einer Funktion einer komplexen Ver- 
änderlichen, 

56. Die Kreisverwandtsehaft ist der einfachste Typus 
einer großen Klasse von durchweg konformen Abbildungen, 
die sich aus dem Begriff der Funktion einer komplexen Ver- 
änderlichen ableiten lassen. Ist 

nnd 

(1) ' w = u + iv, 

wo w und V ganz beliebige Funktionell von x und y, so 
wäre die Größe w mittelbar auch von s abhängig, also 
eine Funktion von ^. Man pflegt aber mit dieser Bezeich- 
nung einen engeren Sinn zu verbinden und nennt w dann 
eine Funktion der komplexen Veränderlichen S, wenn X 
und i/ auf der rechten Seite von w bloß in der Verbindung 
x + iy vorkommen, so daß also w als ein Ausdruck in s 
oder wenigstens gedacht werden kann. Dafür 
i man nun aber auch eine andere Bedingung einführenj 

1, Geometriache TransformafioneD. n, 8 
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die sich auf den DifferentJalquotienten von w nach s be- 
zdeht Es ist nämlich 

de " dx + id^ äx + idy 

^M 6v /du . dv\ dp 
_ Jx '^ ^ "8 ^ '^ \Bp ^ *^ } dx 



^ dx 
Dieser Ausdruck -wird im aJlgemeinen natürlich von -j— 

abhängig sein. Setzen wir aber voraus, daß m und v den 
Gleichungen genfigen 

6u dv Su 8v 



(2) 



dy 8x 



und ersetzen wir mittels derselben die partiellen Ableitungen 
von V durch die von u , so fallt in dem obigen Bruche der 
Nenner hinaus und es wird 

dw du . Bu 

Unter diesen Voraussetzungen ist also der Differential- 
quotient -j- von -^ und mithin auch von ds unabhäng^. 

Nun beweist man in der Funktionentheorie: Soll tv im obigen 
Sinne eine Funktion von s sein, so ist diese Forderung 
gleichbedeutend mit der andern, daß der Differentialquotient 
von w nach s von dß nicht abhängig ist und die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die eine oder andere Eigen- 
schaft besteht darin, daß u und v den Gleichungen (2) genügen. 
Aber auch u darf nicht ganz willkürlich gewählt werden 
und ebensowenig v; denn durch Differentiation der Glei- 
chungen (2) nach x bzw. nach p ergibt sich sofort 

(4) -V-T + -^ = 0. 44 + ^ = 0- 

M und V müssen also diesen sog. Laplaceschen Differential- 
gleichungen genügen. 
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Konforme Natur der Abbildung. 
57. Bringen wir die Werte der Funktion w in einer 
neuen Ebene, der TP-Ebene, zur Darstellung, indem wir u 
und V als rechtwinklige Koordinaten benutzen, so wird durch 
(1) eine Abbildung der Z-Ebeae auf die TT-Ebene vermittelt, 
indem wir einem Punkte Z mit den Koordinaten x, y den 
Punkt W mit den Koordinaten u, v zuordnen. Die Ab- 
bildung wird natürlich nicht eiu-eindeutig sein, doch können 
wir davon zunächat absehen, indem wir zwei einander ent- 
sprechende Punkte Z und W und deren Nachbargebiete 
betrachten. Den zu .Z unendlich benachbarten Punkten Z' , Z" 

Z-Mene W-Mene 





werden dann Punkte W , W" in der Nachbarschaft von W 
1 (Fig. 40). Ist nun w Funktion von 5, sind also 



die 



1 (2) erfüllt, so hat der DifFerentialquotient - 



d0 



einen von de unabhängigen Wert. Wir wollen weiter die 
Annahme machen, daß für den betrachteten Punkt Z der 
Wert dieses Differentialquotienten nicht oder oo ist, was 
ja doch nur für gewisse besondere, singulare Punkte der Fall 
Bein wird. Dann sind die Vektoren ZZ' , ZZ" , WW , 
WW" gegeben durch 



ds' ■■ 



dw' ■■ 



und gemä£ unseren beiden Voraussetzungen haben wir 
dtv dw' dw" 
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oder 



Dies besagt aber wieder, daß die unendlicli kleinen Dreiecke 
ZZ'Z" und WWW" gleielisinnig ähnlich sind (vgl. S. 107). 

Genügt also die Funktion w den Laplace sehen Gleichungen 
— ein expliziter Ausdruck für -w braucht gar nicht bekannt 
zu sein — so ist die durch w vermittelte Abbildung in der 
Nachbarschaft zweier entsprechenden Punkte konform. Aus- 
zunehmen sind bei diesem Beweise nur solche Punkte, für 

welche — ;— einen der Werte oder oo annimmt. 

Der Maßstab für die Abbildung ändert sich mit der 
Lage der beiden entsprechenden, unendlich kleinen Gebiete: 
er hängt eben, wie wir zeigen wollen, ab von dem Werte 
des DiSerentialquotienten in dem betrachteten Punkte. In 
der Tat setzen wir 

dw 

-j^ = ß(cos7/' + i sirn/i) , 

so ist der Modul jß nach (3) 



Nun ist aber 

dw = du -\' i dv = B(coäy: + i sin^) {dx + * dy) 
folglich 

,„, f (?M = Rioosij) • dx — sini/j ■ dy) 

\ dv =^ B(sini/) ■ dx -\- Qo&tp • dy) . 

Bezeichnen wir mit ds die Länge ZZ' , mit tp den Winkel, 
den diese Strecke mit der positiven X-Achse bildet, so ist 

dx = ds • coBfp , dy = ds ■ 8ia(p , 
und die Gleichungen (6) gehen über m 
,-. j du = Mds ■ cos{<p + tp) 

\ dv '^ Hds ■ sin {<p -{- tp) . 
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Daraus ergibt sich 

■wenn dS die Länge dea Vektors WW . Folglich ■wird 

ds 

Es gibt also der Modul R das Verhältnis entsprechender 
Linienelemente, d. h. den Längenmaßstab der Abbildung. 
Aber auch das Ai^ument iji in dem Ausdruck für den Diffe- 
rentialquotienten können wir ohne weiteres geometrisch deuten. 
Denn die Gleichungen (7) drücken aus, daß das Linien- 
element WW gegen die fT-Achse unter dem Winkel <p -^ tfi 
geneigt, also gegen das Element ZZ' um den Winkel y> ge- 
dreht ist, wobei wir die beiden Koordinatensysteme als parallel 
orientiert voraussetzen. Dieser Winkel ip mißt also über- 
haupt die Drehung des einen Gebietes gegen das andere. 
Es hat sieh demnach gezeigt: 

Jede durch eine Funktion w einer komplexen 
Veränderlichen s delinierte Abbildung ist in den 
kleinsten Teilen ähnlich oder konform. Der Modul 

des Differentialquotienten -5— au der betreffenden 

Stelle gibt den Maßstab der Abbildung, das Ai^n- 
ment desselben die Drehung des einen Gebietes 
gegen das entsprechende der andern Ebene. Eine 
Ausnahme tritt nur ein für die Punkte, in denen 
dieser Differentialquotient die Werte oder 00 an- 
nimmt. 

Isothermische Kurvensysteme. 
58. Es sei wieder die Tf-Ebene auf die 2-Ebene ab- 
gebildet durch die Funktion 

W'=U + iv = <p{xy) + i • y;{xp) . 

Ziehen wir in der W-Ebene Parallele zur F-Achse 
und zwar alle voneinander im gleichen Abstände, so daß die 

Gleichungen dieser Parallelen gegeben sind durch 
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fügen wir ferner hiuzu Parallele zur U-Aehee, alle im gleichen 
Abstände b, deren Gleieliungen also 

V = b , ü-=2&, v = 3&..- usf. , 
so teilen diese Greraden die TP-Ebene in lauter untereinander 
ähnliche Rechtecke. Durch Einschaltung der Geraden, welche 

den Abständen -^ , -r • ■ • -^ , -r nsf, entsprechen, können 

2 4 2 4 ^ 

wir die Kechtecke beliebig verkleinern. Jede Gerade des 
einen Systems trifft jede Gerade des andern Systems recht- 
winklig, d. h, die beiden Scharen von Geraden bilden ein 
Orthogonalsystem . 

Suchen wir nun die diesen Geraden in der 2-Ebene 
entsprechenden Kurven auf, so sind dieselben gegeben durch 



Da die Abbildung konform ist, so schneiden sich aneh diese 
Kurven Oberall rechtwinklig. Die Gebiete, in welche die 
2^Ebene durch dies Kurvensystem zerlegt wird, sind fflr 
endliche Abstände a und h natörlieh keine Eechtecke, Sie 
werden sich aber der Eechteeksform um so mehr nähern, je 
dichter wir die Parallelen in der TF-Ebene anordnen. Da 
nun jedes derartige Rechteck der 2'-Ebene zum entsprechenden 
der W-Ebene ähnlich ist, da ferner alle Rechtecke der W- 
Ebene untereinander ähnlich sind, so wird also auch das 
zweite Kurvensystem unter der gemachten Voraussetzung 
die 2^Ebene in untereinander äliniiche ßechtecke einteilen. 
Wählen wir a = b, so erhalten wir in beiden Ebenen 
eine Einteilung in unendlich kleine Quadrate. Ein derartiges 
OrtLogonalej'stem hat die Eigenschaft, daß es in der Form 

u = <p(xt/) = konst. 
dargestellt werden kann und daß es der Laplaeeschen Gleichung 

genügt. Lamö hat ein solches System mit ßiieksicht auf 
die später zu erwähnende physüialische Eigenschaft als 
„isothermisch" bezeichnet, wofür jetzt auch der Ausdruck 
isometrisch gebraucht wird. 
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Ein einfaches derartiges KurvenByatem können wir aus 
den Geraden eines Strahlenbiischels und aus konzentrischen 
Kreisen ableiten. Die Bedingung, daß das von zwei unend- 
licii benachbarten Strahlen und von zwei aufeinanderfolgenden 
Kreisen gebildete Rechteck ein Quadrat ist, wird 

rdq? — dr 
und daraus 

r^e'P-\- konst. 




Die Diagonalpunkte des Systems (Fig. 41) müssen also auf 
Ii^arithmischeu Spiralen angeordnet seüi. Ist « ii^end ein 
"Winkel, so werden demnach die Radien der Kreise 



0, «, 2a, 3ä... 
die zugehörigen Drehungswinkel sind. Wählen wir für « 
emen hinreichend kleinen Wert, so können wir, ausgehend 
von den Strahlen, die kleinen Quadrate und damit die zu- 
gehörigen Kreise und die logarithmi sehen Spiralen mit be- 
liebiger Genauigkeit konstruieren. 
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Singulare Punkte der Abbildung. 
59. Bei dem Beweise für die Konformität der Ab- 
bildung, wie sie durch eine Funktion w einer komplexen 
Veränderlichen s hergestellt wurde, mußten wir solche Punkte 

ausnehmeu, in denen -^r— den Wert oder co annahm. Es 

dz 
ist nun noch zu untersuchen, wie sich die Abbildung in 
diesen Punkten tateachlich verhält, wobei wir uns auf die 



Stellen beschränken, für welche -^-^=0; denn ist 



äs 



dw 

Gleichzeitig werden diese Punkte für das System der Kurven 
M = koust. und v = konst. von Bedeutung sein. 

voraus, daß für einen Punkt 



schwindet, 
(k - l)-ten 


sondern daß alle Differentialquotienten 
diese Eigenschaft haben, während 


bis zum 


Für einen dem Punkte ^o benachbarten Punkt s 
wir dann die Entwicklung 


eriiaiten 


w = u 






und in unserm Falle 




Beschranke 
und setzen 


n wir uns auf das erste Glied der Entwicklung 


so wird 


B — 0o = r{coB(p + isiDfp) , 
^ - «'o = T [^ös(Ä?>) + ism(kg,)] . 
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Es entspricht also einem Argument qi im Punkte s = So oder 
Z„ ein Jc-iach so großer Winkel im entsprechenden Punkte Wq 
der TF-Ebene oder: Betrachtet man irgend zwei Elemente 
dmxjh den Punkt Z^, so entsprechen ihnen zwei Elemente 
durch den Punkt Wq , welche den ft-fachen Winkel bilden. 

An Stelle der Konformität tritt also in einem solchen 
Punkte eine Ausdehnung der Winkel auf das fc-fache. Der 
Punkt Wq der TF-Ebeiie ist ein (Ä — l)-f aoher Verzweigungs- 
oder Windungspunkt in dieser Ebene, entsprechend dem Um- 
stände, daß s — «0 durch eine 
Wurzel vom Grade & sieh 
darstellt. 

Das Verhalten der Kur- 
ven u = e und v = c in der 
Nähe des Punktes Zf, , den 
wir jetzt zum Nullpunkt 
wählen wollen, so daß Sq = 
zu setzen, ergibt sich ohne 
weiteres, da sich die rechte 
Seite ja auf 



cosJc<p -\- isink^. 



-0 




reduziert. WirerhaltenÄ^Kich- 

tungen für die Kurven u=c ' 

und ebenso h Riehtungen für Fig. 42. 

die Kurven v = c, und diese 

2k Strahlen teilen die Ebene in iJc gleiche Winkel je von 

I w-Richtungen immer ab- 
wechselnd aufeinanderfolgen. Die schematische Fig. 42 
zeigt den Fall ^ = 3 , die Kurven m = c sind ausgezogen, 
die Kurven v = o punktiert; von beiden Systemen sind je 
einige benachbarte Kurven angedeutet. In dem Punkte Zq 
durchsetzen aich die beiden Kurvensysteme nicht mehr durch- 
weg orthogonal. 

Unendliehkeitssteilen der Funktion w. 
80. Endlieh wollen wir noch die Punkte der .2-Ebene 
betrachten, für welche die Funktion w unendlich große 
Werte annimmt, und untersuchen, wie sich die u- und 
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«-Kurven in der Nähe eines solchen Punktes verhalten. 
Wir beschränken uns auf die einfachsten Falle und nehmen 
den betrachteten Punkt ale Koordinatenanfang, so daß ihm 
der Wert g = entspricht. 

Dann k^in w zunächst logarithmisch unendlich werden, 
also von der Form sein 

w = A- logs + Ä„+ A^2 + A^z^ + ... + A^s" . 
Für kleine Werte von z, d. h. in der Nähe des Nullpunktes, 
können wir dafür folglich nehmen 

w = A logs , 
doch ist zu unterscheiden, ob Ä reell, rein imaginär oder 
komplex ist. 

Ist A reell und setzen wir 
s = r{cos<p-\-isin<p) = r- e"", 
so wird 

w = ^logj* -\- Aiip , 




also sind die Kurvensysteme 
gegeben durch 

A.\ogr = M = kot^t. 

Alf = v = konst. 
Die ^(-Kcl-ven sind mithin 
Kreise um den Nullpunkt, die 
i!-Kurven Gerade durch denselben (Fig. 43). Wir werden 
übrigens die durcli den Logarithmus gegebene Abbildung 
als Beispiel noch genauer erörtern. (Vgl. 64.) 
Ist A rein imaginär, etwa « = i A , so wird 
■w = iA logr — k(p , 
und es ei^ibt sich 

A qs = M = konst. und A logr = v = konst. 

Es sind folglich jetzt umgekehrt die w-Kurven Grerade, die 
«-Kurven Kreise (Fig. 44). 

Ist endlich der Koeffizient von logs komplex, also von 
der Form J. + ^ A , so wird 

w = Alogr — k<p -\- i(Alog^ -{- Aq?) , 
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und das Kurvensystem gekt über in 

A \ogr — ktp = u=^ konet. und A logr -{- Afp = v ^ konst. 
61. Bei einer algebraiaehen Unendliclikeltsstelle nimmt 
w im einfachsten Falle die 



Form an 




)* = y + A + A3 + -4.^' 


+ ... -\-A„^. 
Für kleine Werte von g 
dürfen wir demnach die 
Funktion ersetzen durch 




s erste gedreht ist, so wird (vgl. 49.) 



Bringen wir die komplexe 

Größe A auf Form 

A = Q (cos« + i sin«) = ^ • e"" 

und führen wir ein neues Koordinatensystem X', Y' ein, welches 

um den Winkel « gegen c 

so daß sich schließlich, 
wenn wieder s statt g' 
gesehrieben wird, die 
einfachere Darstellung 
ergibt 



= -^ ■ (cosg^ — i sm<p) . 

Die beiden Kurven- 
systeme sind 
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und stellen Kreise vor, wclelie die Y- bzw. X-Achse 
gemeinsamen Tangente haben (Fig. 45). Dies folgt 
auch aus dem Früheren (vgl. 47.). 
Ist w von der Form 



.A. 



^ + -B. + -B,3+. 



so berühren die Kurven u = konst., v ~ konst. je Je unter 
gleichen Winkeln geneigte Gerade. Endlieh würde die 
Funktion 

«,-A, + Alogs + ^ + ^+ ...+^ + B. + II,e+... 

eine Übereinauderlageruug dieser Singularitäten liefern. Be- 
treffs weiterer Ausführungen verweisen wir auf die Schrift 
von Felix Klein (5). 

Einige Beispiele. 



so bestehen zwischen den rechtwinkligen Koordinaten in 
beiden Ebenen die Beziehungen 

u = x'' — y^, v = 1xy 



Dem System der Parallelen zu den Koordinatenachsen in 
der Tf-Ebene 

u = a , V = b 

entsprechen in der ^-Ebene die gleichseitigen Hyperbeln 

x^ ~y^ = a , 2xy = h , 

weiche sieh orthogonal durchsetzen (Fig. 46 a). Andererseits 
gehen die Parallelen 
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der Z-Ebene über in die Parabeln 



Bringt man dieselben auf die Form 

«3 + 1.« = (m - 2 ^2)3 bzw. u^ + v^ = (u + 2 B^)2 , 

80 erkennt man, daß sie je ein konfokales System bilden. 
Der Nullpunkt ist der gemeinsame Brennpunkt, die C/^Achse 
gemeinsame Achse. Das erste System dieser Parabeln Öffnet 
ich nach rechts in der Richtung der positiven u, das zweite 
nach links. Jede Parabel des einen Systems schneidet jede 
des andern orthogonal {Fig- 46 b). 

Um die singulären Punkte der Abbildung zu finden, 
biiden wir 

ß = Q, d. h. der Koordinatenanfang ist also ein eingulärer 
Punkt; ihm entspricht der Nullpunkt der TP"-Ebene. In den 
beiden Nullpunkten ist demnach die Abbildung nicht mehr 
konform. Setzen wir 

s = r{cos(p + isinip) 
W ~ Q- {cosy) + ^sini/j) = r^{cos2<p -f- ^5in2(p) , 

so ersieht man, daß irgend zwei Richtungen durch den Null- 
punkt der 2'-Ebene in zwei andere durch den Nullpunkt 
der TF'-Ebene übergehen, welche den doppelten Winkel 
einschließen. Es bildet sich folglieh z.B. die Halbebene, 
welche zu Punkten mit positiven y gehört, in die ganze 
W-Ebene ab. 

Die M- bzw. v-Kurven durch den Nullpunkt sind 

a;ä „ ^s ^ und 2xy = , 

also die X- und T- Achse, in Verbindung mit der Winkel- 
halbierenden, wie es sich für Ä = l aus 59. ei^ibt. Endlich 
entspricht dem unendlich fernen Punkte s = oo der Z'-Ebene 
der unendlich ferne Punkt w = <x> der TF-Ebene, und beide 
sind ebenfalls singulare Punkte. 
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63. Um die uns schon bekannte Transformation 



(vgL 8. 96) mit unsem gegenwärtigen Hilfsmitteln zu unter- 
fiuclien, setzen wir 

g = r ' (eos9J + i sin^) 

w = p ■ (eos^ 4- * sinv) = — (cosp — * sinq:') , 





f 
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1 < 1 
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Das einfachste Orthogonalsystem, das wir angeben können, 
besteht in den Geraden durch den Nullpunkt der Z-Ebena 
und den Kreisen um denselben. Ihnen entsprechen wieder 
Gerade und Kreise der TP-Ebene von der gleichen Eigenschaft 
Um die Zuordnung der einzelnen Gebiete besser zu über- 
sehen, sind in Fig. 47a vier Kreise gezeichnet mit den 
Radien \, 1, 2, 3; ihnen entsprechen in der TT'- Ebene 
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(Fig. 47b) die vier Kreise mit den Radien 2, 1, ^, -§-. Die 
Geraden I, II bis VIII gehen in die gleich bezeichneten 
des andern Feldes über. Die einander entsprechenden 
Gebiete, welche von diesen Kreisen und Geraden begrenzt 
werden, sind mit den gleichen arabischen Ziffern beseichnet. 




Fig. 46 b. 

Betrachtet man einen beliebig gelegenen Strablenbüschel 
der .^Ebene, sowie das System dei Kreise, die um seinen 
Mittelpunkt als Zentrum beschrieben werden können, so 
bilden die entsprechenden Kreise der TF-Ebene zwei ortho- 
gonale Büschel. Es mag äl'^ Übung empfohlen werden, 
ähnlich wie in den Figuren 47 die entsprechenden Gebiete 
der dadurch entstehenden Einteilung aufzusuchen. 

Die Abbildung ist konform; um die Große des Maß- 
stabes zu erhalten, bilden wir 



r^(eos2 95 + i8in2^) 
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= -^.{cos(»-2y) + isi„(» 



Die LängeDäiideraiig einee Linienelementes beträgt also — ^) 
die eines Flachenelementes — - : in unmittelbarer Nähe des 




EiDheitskreisea gelegene Fläch enel erneute werden in kon- 
gruente abgebildet (32.). Ferner zeigt die obige Formel, 
daß die Drehung eines Flach enelementes gegen das ent- 
sprechende gegeben ist durch den Winkel ji — 295, was 
sieh auch geometrisch bestätigen läßt durch weitere Aus- 
führung der Fig. 26. 

Dem Nullpunkte der ^- Ebene {z = 0) entspricht der 
unendlich ferne Punkt der TF^Ebene {w = 0} und dem Null- 



y Google 



§15. Die durch eine aligein. Punktio 



v,{^)g 
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punkte der W^Ebene der unendiicli ferne Punkt der ^Ebeoe; 
gleichzeitig wird für diese Werte von s der Differential- 

quotient -5— bzw. 00 , Die Umgebungen der beiden Null- 
punkte sind folglich die einzigen Stellen der beiden Ebenen, 
in denen die Konformität der Abbildung eine Unterbrechung 
erleidet. Jedes dieser Gebiete wird in das Unendlichfeme 
ausgedehnt, so daß eine unendlich große Verzerrung statt- 
findet. 



W-Sbeue 




64. Als Beispiel einer Iranszendenteu Funktion be- 
trachten wir endlich noch die Abbildung 



Setzen wir 

s = r ■ (oos<p + i siny) = r • e'i' , 
und ist k eine positive ganze Zahl, so gilt die Beniehnng 
eSiiti _ cos2&jr -{- ism2kjt ~ 1 . 
Doehleroann, Geometrische TcansfovmationeD. II. 9 
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Multiplizieren wir die reclite Seite der obigen Gleichung 
noch mit dieser Größe, so wird 

logÄ = logr + * (9J + 2 7c fi) , 



;{■»; + iy) = 



•jx^ + )/2 -j- «.aretg— . 



Der natürliche Logarithmus einer komplexen Größe ist also 
unendlich vieldeutig mit dei Periode 2jii. Die Parallelen 
zur U' bzw. F-Achse m dei TF-Ebene gehen mithin über in 
die Kurvensyst«me 

= u = konst. und 'p + 2k7z = V'= konst. 
Z-Mbene 




Wii' denken uns also zunächst die TF-Ebene in Streifen 
parallel zur D"-Ächse von der Höhe 2 n zerlegt (Fig. 48 b). 
In jedem solchen Streifen nimmt die Funktion alle ihre 
Werte an, und wir beschränken uns in der Figur auf den 
ersten Streifen, der dem Werte Ä = entspricht. 

Zeichnen wir ein quadratisches Neta in der TF-Ebene, 
indem wir m und w die Werte 



0, 



1-T77> 
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12 ' 12 ' 



12 '■ 



Diese Kreise und Gerade bilden wieder ein isometrisches 
Ketz, d. h, für hinreichend kleine Werte der Abstände der 
Parallelen der TT-Ebene teilen sie auch 
die 2-Ebene in kleine Quadrate {Fig.48a). ■ 

Ziehen wir in der TF- Ebene irgend 
eine Gerade, so schneidet diese alle 
Parallelen je unter dem nämlichen 
Winkel. Da die Abbildung konform, 
80 wird auch die der Geraden in der 
Z-Ebene entsprechende Kurve alle un- 
sere Kreise und Gerade durch den Null- 
punkt je unter dem gleichen Winkel 
schneiden. Auf die Bedeutung dieser 
Abbildung für die Kartographie werden 
wir später einzugehen haben (121.). In 
den Figuren 45 sind noch für den der 
F-Acbse anliegenden ersten Parallel- 
streifen die entsprechenden Gebiete der 
beiden Ebenen wieder durch arabische 
Ziffern kenntlich gemacht. Da ferner 



^i— = - = - (eosffi ~ *' sinaf) , 



W-EbeiM 
Fig. 481j. 



so tritt eine Unterbrechung der Kon- 
formität bloß für den Nullpunkt {s=0) 
und den unendlich fernen Punkt (^=co) 
ein. Weitere Beispiele findet man in 
Holzmüller: Einführung in die Theorie 
der isc^onalen Verwandtschaften und die konformen Ab- 
bildungen, verbunden mit Anwendungen auf mathematische 
Physik,Leipz^l882,woauch zahlreiche Literatur angegeben ist. 

Anwendungen in der mathematischen Physik, 
65. Die Laplacesehen Differentialgleichungen (4) S, 114 
spielen in den verschie' "... 



Gebieten der theoretischen 
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Physik eine Rolle. Hat man z. E. ein System von Massen, 
die na«5li dem Newtonschen Gravitation sgesetz wirken und 
ist V das Potential irgend eines außerhalb dieser Massen 
gelegenen Punktes, so genügt V der Differentialgleichung 

6x^ Sy^ 8ß^ 

V = konst, stellt dann das System der Niveauflächen vor, 
and die Kraftlinien stehen überall senkrecht auf ihnen. 
Etwas Ähnliches gilt für Flüssigkeitsbewegungen, die durch 
Kräfte hervorgerufen werden, welche eine Kräftefunktion 
besitzen. Setzen wir nämlich voraus, daß die Bewegung 
ohne BotatioD vor sich geht, so existiert bei einer solchen 
Bewegung ein Geschwindigkeitepotential <p, d. h, die Ge- 
schwindigkeitskomponenten eines Teilchens der Flüssigkeit 
sind Differentialquotienten dieser Funktion (p . Ist die Flüssig- 
keit weiter inkompreasibel, so genügt q) der Gleichung 

8x'^ dy^ ds^ ' 

und man kann umgekehrt behaupten, daß jede Lösung dieser 
Gleichung eine mögliche Bewegung der Flüssigkeit liefert. 
Betrachten wir den ■^pe/iellen Fall, daß die Flüssigkeit 
sich in einer Ebene, der JCF-Ebcne, bewegt oder parallel zu 
derselben und setzen wu noch voraus, daß die Bewegung 
eine stationäre i&t, so reduziert sich diese Gleichung auf 

welche direkt die Bedingung dafür gibt, daß die in einem 
unendlich kleinen Rechteck mit den Seiten dx und dy ent^ 
haltene Flüasigkeitsmenge unveränderlich ist. Jede Lösung 
dieser Gleichung gibt aber wieder eine mögKehe Bewegung 
der Flüssigkeit. 

War nun w = u-\-iv eine Funktion von s, so mußten 
(56.) sowohl M als v die Laplacesche Gleichung befriedigen. 
Mau kann also den Satz aussprechen: 

Sind X, y die Koordinaten eines Flüssigkeits- 
teilchena und ist iv irgend eine (stetige) Funktion 
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von g, so liefert sowohl der reelle Teil u als auch 
der mit i multiplizierte v das Geschwindigkeits- 
potential einer möglichen Bewegung. 

Wählen wir u als Geschwindigkeitspoteutial, so sind 
u = konst. die Niveaulinien, v = konst. gibt unter dieser 
"Voraussetzung die überall zu den ersteren orthogonalen 
Stromlinien, in denen die Bewegung oder Strömung vor 
sieh geht. Dementsprechend sind in den Figuren 42 bis 46 
die Stromlinien durch Pfeile angedeutet. Die Unstetigkeits- 
punkte von w müssen wir dann als Stellen auffassen, in 
denen die Flüssigkeit ein- oder austritt (Quellpunkte), wie 
z, B. in Fig. 42 und 43, oder die Flüssigkeit strömt in 
Kreisen um einen solchen Punkt herum, Fig. 44 (Wirbel- 
punkte). 

Helmholtz (2) bat diese Methode benutzt, um zum 
ersten Male die Gestalt eines freien FlQssigkeitsstrahles in 
einem speziellen Falle zu bestimmen, und KircLhoff (3) 
gab dafür weitere Beispiele. Auch auf die Bewegung der 
Elektrizität kann man, wie Maxwell (4) gezeigt hat, diese 
Betrachtungen anwenden und ebenso auf die Wärmeströmung, 
in welch letzterem Falle an Stelle des Potentials die Tem- 
peratur tritt. 
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134 rv. Die bii-ationalen Transformationen in der Ebene. 
IV. Kapitel. 

Die allgemeinen, birationalen Transformationen 
in der Ebene. 

§ 16. Die F.-Systeme und die durch sie bestimmten 
Kurvennetze. 

Die festen Schnittpunkte der Kurvensysteme. 

66. Nachdem die linearen Transformationen, d. h. Koi- 
lineation und Korrelation, sowie die quadratischen Verwandt- 
schaften ausführlich behandelt worden sind, können wir jetzt 
die allgemeine Frage untersuchen: 

Wie kann mau zwei Ebenen ein-eindeutig Punkt für 
Punkt aufeinander abbilden, wenn einer geraden Linie in 
der einen Ebene als Ort in der andern eine algebraische 
Kurve von gegebener Ordnung « entsprechen soll? 

Bezeichnen wir die beiden Ebenen mit e bzw. e', sw 
muß also jedem Punkte F oder (x^, x^, Xg) ein Punkt P' 
mit den Koordinaten x[,x!i,x^ zugeordnet sein, welche sich 
(vgl. G. T. 1. 111.) in folgender Form darstellen: 

(1) Q ^'i = fii^i > i^a ) «s) ■ (( = 1,2,3) 

Dabei sind die tp, eindeutige, algebraische, ganze homogene 
Funktionen K-ten Grades. Diese rationale Substitution führt 
dann eine Gerade a' der Ebene /, deren Gleichung 

«I Xj -\- a^x^ -\- a^Xg = 

ist, über in die Kurve w-ter Ordnung 

(2) ^l ^^ aiq\ + ai(p2 + ai<Pz = ■ 

Soll femer in der gleichen Weise jedem Punkte Xi ein und 
nur ein Punkt a^j entsprechen, so müssen die Gleichungen (1) 
auch nach Xj^, x^ , Xg aufgelöst eine rationale Substitution 
liefern, so daß also ■ 

(3) /*Xi = ipiixi,xi,xi), (i=l,2,d) 

wo die ^i ganze, homogene, rationale Fimktionen m-t&a 
Grades. Wir zeigen zunächst, daß jedenfalls m = n sein 
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muß. In der Tat ordnet die Substitution (3) einer beliebigen 
Geraden l der Ebene e, d.h. der Gleichung 

eine Kurve «i-ter Ordnung zu 

(4) i/i"'' = ^i »/'i + h V'-> + h Wa = "^ j 

und wegen der vorausgesetzten eindeutigen Zuordnung der 
Punkte der beiden Felder müesen die Schnittpunkte von a' 
und ^,"" den Schnittpunkten von p" und l bzw. entsprechen, 
was nur möglich ist, wenn •m = n. Den oo^ Geraden der 
Ebene s entspricht also das System (2) der Kurven <p , wie 
es sich für alle möglichen Werte der Größen a[, a^, «s ergibt, 
und den Geraden der Ebene t ist das System (4) von Kurven rp 
zugeordnet. 

Schneiden sich nun zwei Gerade a' und V der Ebene «' 

a[ x[ -\- a^x^ -\- a^x^ = 

'b'ix'i + &2 ^ + ^3 ^3 =0 

in einem Punkte F', so würden diesem Punkte in e die 
w^ Schnittpunkte der zwei Kurven 

«I tpi + (ta 9^2 + "'s 9*3 = 
Kfi +^9i +&3>3 =0 

entapreehen, Soll aber dem Punkte P' ein einziger Punkt P 
zugewiesen sein, so müssen von diesen ■n? Schnittpunkten 
folglich K^ — 1 von vornherein fest, d. h. für alle Kurven 
des Systems (2) gemeinsam sein. Auch die Kurven g^i =0> 
q5^ = , 9)3 = müssen durch diese festen Punkte hindurch- 
gehen; denn sie entsprechen ja den Weiten 03=0, «3=0 usw. 
Ganz in der gleichen Weise muß das System (4) der Kurven \p 
K^ — 1 feste gemeinsame Durchschnitts punkte besitzen. 

67. Wir wollen diese wichtige Eigenschaft der beiden 
Kurvensysteme (2) und (4) auch auf analytischem Wege 
ableiten. 

Gehen wir aus von der rationalen Substitution (1) und 
setzen lediglich voraus, daß sie die ebenfalls rationale Ura- 
kehrung (3) gestattet, so erhalten wir zunächst eine Identität, 
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wenn wii' in (1) die aus (3) sich ergebenden Werte einführen, 
d. h. es wird 

'Pi(y>i, Vif Vs) — X'(a;(, x^, x^-x^ , (i = 1 , 2, 3) 

wobei X' eine Funktion von x{,x!i, x^. Ganz ebenso er- 
halten wir aus (3) durch Einführung der Werte (1) 

wA'Pi ) f'i > 9n) = ^(^1 j ^ ) *b) ■ a'o (i == 1 , 2 , 3) 
wenn wir mit X eine Funktion von x^, x^^ x^ bezeichnen. 
Dann wird aber 

«1 9'i iVi . Wi > V?) + «■i Vi (Vi . Vä > Va) + «3 <Pz iWi , Vh j W<i) 

= X'(X[, Xi, «g) - {«1 iCi + «E ip2 + "^»^0 - 

Es sei jetzt f^ , ^^ , fg einer der Schnittpunkte der zwei 
Kurven (pa und (pi, so daß er den Gleichungen genügt: 

«i' Pi (^1 i^ fa) + «^ 9'2 {^i f* f i.) + «^ 9'3 (fi ^s fa) - 
H Vi (fi ^3 ^b) + K fi fö ^"2 fa) + ('s 9'8 (fi ^s fü) = . 
Ist ^f, la, Ig das aus (1) sich eichende, zu 1^ , I3, fg ge- 
hörige Wertsystem, so gelten auch die Beziehungen 

/^l. = V.{lf, ^2,10. (i = l,2,3) 

und die beiden letaten Gleichungen liefern in Verbindung 
mit der obigen Identität: 

= X'(|( . 1^ , IsO <o{ 51 + oi fa' + «^ fO =- 
*f 9^1 (Vi ' Va . Va) + *2 -/'s (Vi . Va - Va) + H 9% (Vi j Vs - Vs) 
= X'(f( , li , m {hl H + HH+M 10 ■ 
Diese beiden Gleichungen können nun nur erfüllt werden 

a) dadurch, daß X'i^i^^ß = oder 

b) indem die beiden Glcielnuigen 

«i'li' + «2'f2 + «^la'«0 
Kii+ KSi+ J'.'ls— 0. 
Ist im ersten Falle 

<P^ = < 9?,' + Ca' (p; -\- 4 <j4, = 
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irgend eine andere Kurve des Systems (2), so wii'd 

<'i 'P\ (Vi r Wi > '/'s) -I- "2 9=1! (iCi . Vä . Va) + ^a fs (Vi > Vi > Vs) 
= X'ir, , li , laO . {4 1,' + ciSi + ei ii) , 
und dieser Ausdruck verschwindet also ebenfalls, d. h. diese 
Kurve cp,: gelit auch dureli i^, |g, ^g hindurch. 

Im Falle b) dagegen gebt die beliebige Kurve <pc nicht 
durch diesen Punkt 1^, f ^ , |g , aber sein entsprechender 

Punkt f(, ^.2, Ij ist der Schnittpunkt der Geraden '^a'(^i=Q 

und ^"t/li = 0. Es ist also gezeigt: Durch die sämtliehen 

Schnittpunkte zweier Kurven (pa »uid cpi, des Systems (2) 
mit Ausnahme eines einzigen gehen auch alle andern Kurven 
von (2) hindurch; dieser einzige variable Schnittpunkt da- 
gegen entspricht dem Schnittpunkte der beiden Geraden, die 
den Kurven tpa und <pi in der andern Ebene zugewiesen sind. 

Die festen Punkte, welche die Kurvensysteme (2) und (4) 
gemein haben, brauchen natürlich nicht lauter einfache Punkte 
ffir diese Kurven zu sein. Allgemeiner werden wir vielmehr 
annehmen müssen, daß ein solcher gemeinsamer Punkt für 
alle Kurven des Systems von höherer, aber gleicher Viel- 
fachheit ist. Dabei muß beachtet werden, daß ein Punkt, 
in dem zwei i-fache Punkte zweier Kurven zusammenfallen, 
im allgemeinen für i^ Schnittpunkte der beiden Kurven zählt. 

Ist demnach «i die Anzahl der einfachen, a^ die An- 
zahl der Doppelpunkte, . . . a, die Anzahl der i-fachen Punkte, 
welche alle Kinnen des Systems (2) gemein haben, so gilt 
die Beziehung ,=,i-i 

(5) '■^a. i. _ «^ _ 1 . 

Hier ist die Summe über alle gemeinsamen vielfachen Punkte 
zu erstrecken, und es wurde als größter möglicher AVert 
i=^n~ 1 angegeben, weil eine Kurve «-ter Ordnung, ohne 
zo zerfallen , höchstens einen (« — l)-faehen Punkt besitzen 
kann. 

Ein Punkt Ai von der Eigenschaft, daiä alle Kurven (^ 
in ihm einen »-fachen Punkt besitzen, soll ein Fundamental- 
Punkt i-ter Ordnung heißen und die Zahl i seine Ord- 
nungszahl. 
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Ganz in der gleichen Weise müssen die drei Kurven 
^^ == 0, % = 0, yig — und infolge dessen dann sämtliche 
Kurven des Systems (4) so viel feste Schnittpunkte gemein 
haben, dal3 für irgend zwei der Kurven nur ein Schnitte 
punkt beweglich bleibte Gehen also durch einen Punkt A^ 
alle diese Kurven /-mal hindurch und gibt es ocj derartige 
F.-Punkte in der Ebene s', so hat man 



(6') ^«IP _ n> ~ 1 , 

WO die Smnme über sämtliche F.-Pnnkte der Ebene i 
erstrecken ist. 



Die Kurvensysteme bilden je ein Netz. 

68. Aber noch eine Bedingung müssen die Kurven- 
systeme (2) und (4) erfüllen: Soll jeder Geraden je eine 
Kurve dieser Systeme eutsprechen, so ist es notwendig, daß 
durch zwei beliebig angenommene Punkte eine Kurve des 
betreffenden Systems gerade bestimmt ist, wie ja auch durch 
die zwei entsprechenden Punkte nur eine Gerade gelegt 
werden kann. Setzen wir als bekannt voraus, daß eine 

Kurve M-ter Ordnung durch — i~_— ^ Punkte bestimmt 
wird und daß weiter ein i-£acher Punkt einer Kurve hin- 
sichtlich der Bestimmung derselben für — —-—- Punkte 
zählt, 30 ergibt sich demnach; 

(6) 'yi,i(i+i)..-J!l+i)-2 



und entsprechend für das andere Feld 

(6-) ^^"1 2 2 ^' 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so bilden die Kurven (2) 
bzw. (4) in jeder Ebene ein no^-faches System oder ein 
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Setz. Dareh Verbindung ^'on (3) und (6) bzw. (5') und (6') 
folgt ferner noch 

(7) '|;i,i -3(»-i) 

(T) 'J;«y/_3(»-i). 

Nun übersehen wir, worauf es bei Herstellung einer Ab- 
bildung der besprochenen Art ankommt: Wir haben drei 
Kurven ip^ , <p^, 9^3 zu bestimmen mit vielfachen Punkten, 
welche den Gleichungen (5) und (6) genügen. Algebraisch 
besteht die Aufgabe darin, ganze Zahlen i und «j aufzufinden, 
welche diese Gleichungen erfüllen. Dabei mag aber sofort 
bemerkt werden, daß nicht jedes System von Zahlen, das 
" "' ;ungen erfüllt, auch zur Bestimmung von Kurven 
. dienen kann. Denn es ist möglieh, daß sich 
keine Kurve auffinden läßt, welche die entsprechenden viel- 
fachen Punkte besitzt, so z. B. wenu sich für «„_i ein 
Zahlenwert >1 ergeben hat. 

Sind aber drei Kurven n-tcr Ordnung (p^ von der ver- 
langten Eigenschaft gefunden, so bilden wir aus ihnen das 
Netz (2) und ordnen jeder Kurve desselben diejenige Ge- 
rade zu, welche die gleichen Koeffizienten besitzt. Dadurch 
ist die ein-eindeutige Abbildung vollständig bestimmt, und 
i Kurvennetz -ipi der Ebene e' ist damit ebenfalls schon 



Ein Beispiel mag diese Theorie erläutern. Wählen wir 
n = 2, so ergibt sich «^ = 3 , und wir erhalten die qua- 
dratische Transformation. Für n = 3 dagegen werden die 
Gleichungen (5) und (6) die folgenden 

Ä, 4- 4 «3 = 8 
«1 + 3 «2 = 7 , 
aus denen sich als einzige Lösung ergibt 

a^ = 4 , 0.^ = 1 . 

In jeder der beiden Ebenen müssen also vier einfache 
Punkte und ein Doppelpunkt liegen; alle Kurven dritter 
Ordnung, welche durch diese fünf Punkte einfach bzw. 
doppelt hindurchgehen, bilden, wie verlangt wird, ein Netz. 
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Die F.-Syst«me. 
69. Die Eindeutigkeit der Zuordnung der Paukte der 
beiden Ebenen erleidet eine Ausnahme in den F.-Punkten. 
Zunäohst werden nämlich z. B. für den F.-Punkt Af die 
Koordinaten des entsprechenden Punktes mit ßflcksicht auf 
die Formeln (1) unbestimmt, da die »pi verschwinden. Ist A^ 
nun ein F.-Punkt i-ter Ordnung, haben also die Kurven ^j 
in ihm einen i-fachen Punkt, so müssen auch alle Differeiitial- 

quotienten -~~ bis zum (i — l)-ten für diesen Punkt den 

Wert besitzen. Betrachten wir aber einen dem Punkte A,- 
benachbarten Punkt mit den Koordinaten x^ + da;^ , x^ + ^^ • 
x^ + dXg und suchen zu ihm den entsprechenden Punkt im 
andern Felde zu ermitteln, so haben wir 

fiixx + dx^ , x^ -\- dx^ , iCg + dx^ 
nach dem Taylorschen Satze in bekannter Weise zu ent- 
winkeln. Beschränken wir uns auf das erste Glied der Ent- 
wicklung, so erhalten wir 

wobei an Stelle der Potenzen der Differentialquotienten die 
höheren Differentialquotienten treten, so daß also z. B. statt 

1-=^- zu setzen ist , , . Nehmen wir ferner an, daß 
\oXi^l dx\ 

die wahren Koordinaten Xi die Abstände von den Seiten 
des Koordinatendreiecks seien, so besteht zwischen ihnen 
die Beziehung (G. T. L 17. 18.) 

axy + ^ *a + ^ % = 2 -Z'' , 
also 

a dXi -\- b dx.^ -j- c dxg = . 
Damit läBt sich dx^ lijiear und homogen durch dx^ und dx^ 
ausdrücken. Führen wir dies in den Ausdrücken für %' ans, 
so eihalten wir die Koordinaten des entsprechenden Punktes 
dargestellt als homogene Funktionen j-ten Grades von dx^ 
und dx2 oder auch als nichthomogene Funktionen gleichen 

dx, 
Grades des Parameters -, — . Beschreibt der Punkt in der 

rf.r„ 
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Ebene e um den F.-Punkt A^ eine unendlich kleine Kurve, 
so ist der Ort des entsprechenden Punktes in e' demnach 
eine rationale Kurve i-tei Ordnung fl. Wir nennen sie 
eine Fundamental-Kurve der Ebene e' und können nna 
jetzt auch so ausdrücken: Den Riehtungen durch einen 
F. -Punkt Äi entspreeheu projektiv die einzelnen Punkte der 
dem F.-Punkte zugewiesenen F.-Kurve fi. 

Geometrisch gestaltet sich die Sache folgendermaßen. 
Einem Straiile h des Büschels Ai wird in e' ein gewisser 
Ort entsprechen. Mit irgend einer Kurve <pg, welche einer 
Geraden g' von s' entspricht, hat h nun außer A^ noch 
n~-l Punkte gemein, welche sich mit qig ändern. Folglich 
wird die der Geraden h entaprecheude Kurve von der Ord- 
nung n — i sein. Durch die F.-Kurve fi, welche allein dem 
Punkte Ai entspricht, wird diese Kurve (« — !)-ter Ordnung 
zu einem Gebilde si-ter Ordnung ergänzt. Das einfachste 
Beispiel bietet die quadratische Tran Formation. 

In jeder Ebene erhalten wir mithin außer den F.-Punkten 
noch eine Reihe von F.-Kurven. Die Punkte und die Kurven 
zusammen bezeichnen wir als dasFundamental-System der 
betreffenden Ebene. Es besteht nun aber zwischen den 
F.-Punkten und F.-Kurven einer Ebene der Zusammenhang, 
daß alle Schnittpunkte von F.-Kurven F.-Punkte sind. 
Denn einem Schnittpunkte zweier F.-Kurven entsprechen 
ja die beiden zugehörigen F.-Punkte, also muß er selbst 
ein F.-Punkt sein. 

Weiter haben die aJIgemeinen Kurven der Netze (2) 
und (4), welche beliebigen Geraden entsprechen, mit jeder 
F.-Kurve nur F.-Puuktc gemein. Denn angenommen, die 
Kurve (p^, welche der Geraden a' der Ebene b' entspricht, 
hätte mit einer F.-Kurve fj, welche dem F.-Punkte Aj zu- 
gewiesen ist, einen außerhalb der F.-Punkte gelegenen Punkt 
gemein, so würde diesem eine Richtung durch Aj entsprechen, 
d. h. a' ginge durch Aj, was gegen unsere Voraussetzung ist. 

Ferner werden die F.-Kurven in den F.-Punkten selbst 
wieder vielfache Punkte besitzen, und es ist leicht, einen darauf 
bezüglichen Zusammenhang anzugeben. Die F.-Kurve fi, 
welche dem F.-Punkte A^ entspricht, möge durch den P.- 
Punkt AJ der Ebene k' Ä^j-mal hindurchgehen. Dem F.- 
Punkte AJ entspricht die F.-Kurve fj. Allen Richtungen 
durch Aj entsprechen nun die einzelnen Punkte von fj, die 
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Tangenten 031 f^ in AJ enthalten aber gleichzeitig Punkte 
von fi, welche zu AJ unendlicli benachbart liegen; da ferner 
den Punkten von fi die Richtungen durch Aj entsprechen, 
80 muß offenbar /j ebensooft durch Ai hindurchgehen als ft 
durch AI, oder es ist 



Die Jacobische Kurve für jedes F.-SyBtem. 

70. Ist ganz allgemein aus drei Kurven gleicher Ord- 
nung ein Netz gebildet, z. B. durch (2) das der Kurven 9?^ , 
so kann man noch unendlich viele Kurven in dem Netze be- 
stimmen, welche einen Doppelpunkt besitzen. Für den- 
selben müssen die drei Ableitungen nach ic,- versehwinden 
und durch Elimination der Koeffizienten «^ aus diesen drei 
Gleichungen ergibt sieh sofort 



dx2 



als Ort dieser Doppelpunkte. Die linksstehende Determi- 
nante heißt die Jacobiselie Determinante des Systems, der 
Ort die Jacobische Kurve des Netzes. Sie ist ersichtlich 
vom Grade 3(n — i) . Man zeigt femer, da£ sie einen i-fachen 
Punkt aller Kurven des Netzes selbst zum (3* — l)-fachen 
Punkt besitzt. 

Dagegen können wü' den Fall ausschließen, daß alle 
Kurven unseres Netzes je einen vielfachen Punkt besitzen, 
der außerhalb des F.-Systems liegt. 

Um dies für den einfachsten Fall des Doppelpunktes 
nachzuweisen, nehmen wir an, die Kurve ipi = besitze im 
Punkte Xi einen Doppelpunkt. Dann gelten für ihn die 
Gleichung-en 



1^- 


Sx, 











<5a:j 



= 0, 






i - , 



uyi 



:0. 
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Setzen wir in der GSeiehung (2) des Ketzes «j = 1 , so 
wird eine benachbarte Kurve des Netzes gegeben dureli 

<p^ -^ dai • <P2 + da!^ ■ 9^3 = . 

Sie wird dann einen Doppelpunkt besitzen in einem Punkte 
Xi + äXi und es muß wieder sein 

_ 8fp^{Xi + dx ,) ^ ^ 
' """^ dXi 

{i-l. 2, 3) 
oder 

dxi dxt oxi 

Multiplizieren wir diese drei Gleichungen bzw. mit x^, x^, 
x^ und addieren, so erhalten wir 

(Pi + da^ • ^3 + öftts - <P3 = . 

Nun sind also äafj^ und da'^ ganz beliebig, also müssen für 
den Punkt Xi die Gleichungen 

9^1 = , iPi=0 y ¥'3=0 

erfüllt sein, d. h. jede Kurve des Netzes geht durch diesen 
Punkt. 

Hätten alle Kurven des Netzes einen r-fachen Punkt 
außerhalb des F.-Systems, so zeigt die gleiche Überlegung, 
daß er für jede Kurve des Netzes noch ein (*• — l)-faeher 
wäre. Es würde also der Ort dieser r-fachen Punkte {r — 1)- 
fach gerechnet bei jeder Kurve auftreten, alle Kurven des 
Systems hatten diese Kurve gemein, was wir ausschließen. 
Bertini (14) hat diesen Sata für lineare Mannigfaltigkeiten 
von beliebiger Ordnung bewiesen. 

Wenden wir nun die obige Betrachtung auf unsere 
Netze (2) und (4) an, so ist zunächst zu berücksichtigen, 
daß die Kurven ij/ und yi rational sind, also die Maximal- 
zahl -^ — -^^ der Doppelpunkte besitzen. Das folgt 

schon aus dem Umstände, daß diese Kurven Punkt für Punkt 
ein-eindeutig auf die Geraden der anderen Ebene bezogen er- 
scheinen imd die direkte Beti'aohtung bestätigt dies. Denn da 
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eio «-facher Punkt für ■ ■ - Doppelpunkte zählt, so be- 
sitzt eine Kurve des Netzes (2) Siogularitäteu, welche mit 

fLj 2 ' 

Doppelpunkten äquivalent sind. Aus (5) und (7) folgt aber dann 

N(i-1} (n — l){n-~ 2) 



2- 



Soll also eine solche Kurve einen weiteren Doppelpunkt be- 
sitzen, so muß sie in zwei Kurven niederer Ordnung zer- 
fallen. Dieses System von zwei Kurven kann dann aber 
nicht mehr eindeutig auf eine Gerade bezogen werden, folglich 
müssen die entsprechenden Geraden notwendig durch einen 
F.-Punkt gehen. In der Tat entsprach ja z. B. einer Ge- 
raden durch den F.-Punkt A,- außer der F.-Kurve fi noch 
eine Kurve von der Ordnung n — i. Es ist leicht zu zeigen, 
daß das System dieser beiden Kurven in einem F.-Punkte 
;-ter Ordnung Aj einen j'-fachen Punkt besitzt Denn geht die 
dem F.-Punkte A^ entsprechende F.-Kurve iXjj.-mal durch ^, 
so wissen wir, daß // ebensooft durch Aj läuft. Die Ge- 
rade h schneidet ferner außer in A4 die F.-Kurve fj noch 
in j — (Xij Punkte, die mit h sich verändern. Folglich geht 
die der Geraden h entsprechende Teilkurve {n — i)-ter Ordnung 
nochj — «(j-mal durch J.J-. Beide Kurvenzusammengenommen 
besitzen demnach in Aj wieder einen j-faehen Punkt; dagegen 
haben sie einen Doppelpunkt mehr, nämlich den Schnittpunkt 
der Kurve (n — i)-ter Ordnung mit der F.-Kurve /;, der 
der Richtung h durch Ai entspricht. 

Andererseits kann jeder Punkt jeder F.-Kurve als Doppel- 
punkt einer einzigen zerfallenen Netzkurve auftreten. 

Die Gleichungen (7) und(7') besagen, so betrachtet, nichts 
anderes, als daß die Ordnung der Jacobischen Kurve 3(m — - 1) 
ist. Es folgt also: 

Die Jacobisehe Kurve eines jeden der beiden 
Netze oder der Ort der Doppelpunkte von Kurven 
des Netzes ist identisch mit der Gesamtheit der 
F.-Kurven dieses Netzes. 
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Zahl der F.-Punkte. 

71. Man beweist auch, daß die in (67.) eingeführten 
Funktionen X bzw. X' die Eigenschaft haben, daß das Pro- 
dukt ihrer irreduktibeln Faktoren je bis auf einen kon- 
stanten ZaUenfaktor mit der Jaeobischen Kurve von s bzw. e' 
über ein stimmen muß. Denn ist z. B. ic/ ein Wertsystem, 
weiches X' zu Null macht, so ergeben sieh dazu aus den 
Gleichungen (3) bestimmte Werte x^ , x.^ , x^ und aus der 
für X' gültigen Identität folgt, daß diese Werte gleichzeitig 
die Gleichungen 

9^1 = 0, <p2 =0 , 9^3 = 
befriedigen. Folglich liegt der Punkt xi auf der Jacobi- 
schen Kurve des Systems s' . Mit Rücksicht auf die oben 
erwähnte Eigenschaft der Jacobischen Kurve folgt weiter: 

Die Gesamtzahl der durch einen F.-Punkt i-ter Ord- 
nung Ai gehenden Äste von P.-Kurven beträgt 3 « — 1. 

Verbindet man dieses Resultat mit der soeben abge- 
leiteten Eigenschaft der F.-Kurven, wonach «(; = «;,, so 
können wir den Satz aussprechen: 

Durchläuft man eine F.-Kurve /' «-ter Ordnung, 
80 beträgt die Summe der Durchgänge durch die auf 
ihr gelegenen F.-Punkte 3 * — 1 . 

In einer Formel ausgedrückt gibt dies: 
(8) .2;x,t = 3i-l 

oder 

(8-) .X«/'-V-l- 

Da ferner die F.-Kurven rational sind und ihre vielfachen 
Punkte sämtlich in den F.-Punkten liegen, so folgt noch 

,„, , V « '■(«"-') „ (i"i)(' -ü> 

*"' ^' 2 ~ 2 

bzw. 

jins (8) und (9) leitet man leicht ab: 

(10) »2;«?. -i' + i 

UoBlilemii.nn, Gcometriselie Trimsformationan. II. 10 
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bzw. 

(lOO ^Z<^=3" + i- 

Ii^end zwei P.-Kurven fl uud ft können sich nm- in 
F.-Punkten schneiden und jede Kurve q> oder yi kann einor 
F,-Kurve aueh nur in F.-Pnnkten begegnen; daraus gewinnen 
wir die Beziehungen: 

(HO *^ «/*«.;*. =/•«»'. 

(12) &Ziait = ni. 

(12') *2i'^"«A = «/. 

Bildet man endiieli in (8) die Summe über i, in (8') die 
Summe über alle f, so erhält man in beiden Fällen Imks die 
Summe aller cta und es wird 

oder mit Eiicksicht auf (7) und {1') 

(18) 2'«'-X«/- 

Es ist also, die Zahl der F.-Punkte in beiden 
Feldern die gleiche oder auch in jedem Felde ist 
die Zahl der F.-Punkte ebenso groß wie die Zahl der 
F.-Karven. 

Entsprechende Gebilde. 

72, Ist ii^end eine Kurve Wi-ter Ordnung K'" in der 
Ebene e gegeben, welche durch keinen F,-Punkt dieser Ebene 
hindurchgeht, so entspricht ihr in e' eine Kurve (mw)-ter 
Ordnung X'""* . Denn irgend eine Gerade a' m e' hat m n 
Punkte mit ihr gemein, da die dieser entsprechende Kurve ip2 
in so viel Punkten der jE"'" begegnet K'" liefert femer mit 
irgend einer F.-Kurve fj (mj")-Schnittpunkte, also geht K''"" 
durch einen F.-Punkt Aj {mjj-vaal hindurch. Besitzt K" 
außerhalb der F.-Punkte vielfache Punkte, so entsprechen 
diesen vielfache Punkte der gleichen Art von K'"^" . Aus 
der eindeutigen Beziehung folgt wieder, daß K'^ und JT'""' 
von gleichem Gesclil echte, was eich auch durch die Berech- 
nung der Doppelpunkte von K''^" ohne Schwierigkeit ergibt. 

Geht K"' durch einen F.-Piinkt, z, B. durch Ai , X-mal 
hindm'oh, so sondert sich die F.-Kurve f,' k-mal gerechnet, 
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von dem entsprechenden Gebilde ab und es bleibt eine 
Kurve von der Ordnung mn — Xi übr%, welclie durch 
einen F, -Punkt Aj noch {mj — X «,;,)-mal hindurchgeht. 

Auch die analytische Betrachtung zeigt uns ohne weiteres, 
daß die Substitution (3) einen Ausdruck m-ten Grades in 
a^, X2, ^^e^ in einen vom Grade m n überführt und daß der 
Grad der neuen Gleichung jedenfalls nicht größer als m ■ n 
sein kann. Daraus können wir noch weitere Folgerungen 
ziehen. Verbinden wir zwei F.-Punkte Ai und A^ durch 
eine Gerade, so kann dieser höchstens eine Kurve «-ter Ord- 
nung entsprechen, also muß » -J- Ä < w sein und die Eestkurve 
ist von der Ordnung n — (i -}- ft) , 

\st i -{• Ti = n , so muß die Verbindungslinie der Punkte 
Äi und A]i notwendig eine P.-Gerade sein. Hat man 
altgemein eine Kurve s-ter Ordnung, welche durch den 
F.'Punkt Äi etwa 0(-mal hindurchgeht und besitzt die Summe 
2oii, gebildet für alle auf der Kurve gelegenen F.-Punkte 
den Wert; s«, so ist diese Kurve selbst eine F.-Kurve. 

Bestimmung der P.-Kurven durch die F.-Punkte. 
73. Jede F.-Kurve ist durch die F.-Punkte, welche sie 
enthält, gerade bestimmt, was sich schon daraus ergibt, daß 
die F.-Punkte ja das Netz der Kurven vollständig bestimmen, 
wodurch also auch die Jaeobische Kurve, d.h. die Gesamtheit 
der F. -Kurven gegeben sein muß. In der Tat leitet man aus 
den Gleichungen (8') und (9') sofort die weitere Beziehung ab; 

, -y «it(«/i^+ l) _ i'O" + 3) 
^2 2 ' 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

Ist also in der einen Ebene das System der F.-Punkte 
gegeben und besteht es aus «^ einfachen Punkten, «^ Punkten 
zweiter Ordnung usw. . . - «„_ 1 Punkten {w — l)-ter Ordnung, 
so muß die Jaeobische Kurve, d. h. die Gesamtheit der F.- 
Kurven, ebenfalls bestimmt sein. Besteht sie aus «f Geraden, 
«2 Kegelschnitten usw. . . . oCn-i Kurven (»i~l)-ter Ordnung, 
so wissen wir damit, daß wir in der andern Ebene «i F.- 
Punkte erster Ordnung, «^ F.-Punkte zweiter Ordnung usw. 
. . . «i-i F.-Punkte (w — l)-ter Ordnung haben. Es sind 
dann sowohl (a^, «g, , . ., a„_i) als auch (aj, «21 ■ ■ -? ixi-i) je 
ein Lösungssyatem der Gleichungen (5) und (6) oder (5') 
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und (60 und die beiden Zahlengruppen werden im allgemeinen 
verschieden sein, Sie soUen „konjugierte Systeme" heißen. 
In diesem Falle ist das F,-8ystem des einen Feldes von dem des 
andern verschieden. Speziell können auch die beiden Zahlen- 
gruppen zusammenfallen in eine zu sieh selbst konjugierte 
Lösung; dann sind die beiden F.-Systeme gleicher Art, wie 
wir dies in dem Beispiele für n = 3 gesehen haben. Hier 
besteht die Jacobische Kurve in jedem der beiden Felder 
aus vier Geraden, den Verbindungslinien des F,-Punktes 
zweiter Ordnung mit den vier F.-Punkten erster Ordnung 
und aas einem Kegelschnitte, der durch die fünf F.-Punkte 
bestimmt wird. Beispiele für das Auftreten verschiedener 
F.-Systeme werden wir sogleich kennen lernen. 

Die Cremonaschen Transformationen bis m = 10 . 
74. Luigi Cremona (3) hat die Theorie der ein- 
deutig umkehrbaren rationalen Substitutionen der Ebene in 
allen wesentlichen Punkten entwickelt und bis n = 10 die 
wirklich brauchbaren Lösungen gegeben. Die genannten Sub- 
stitutionen werden daher auch als Cremonasche Trans- 
formationen bezeichnet. Oayley (8) und Roberts (11) 
fügten gewisse Ergänzungen hinzu. Wir geben im folgenden 
diese Lösungen wieder und bemerken, daß konjugierte 
Systeme, wie sie von w = 6 an auftreten, je durch eine 
Klammer am oberen und unteren Ende der Vertikalreihe 
als zusammengehörig bezeichnet sind. 

n=2 w=3 w=4 
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1=1 u = 8 
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Das letzte Schema liefert für jedes n eine Lösung; die 
Größen «3, «3, . . ., «„-g, welche sämtlich Null sind, wurden 
in demselben weggelassen. Den Geraden einer jedeu Ebene 
entsprechen in der andern Kurven Jt-ter Ordnung, welche 
einen (k — l)-fachen Punkt und 2(n — 1) einfache festePunkte 
besitzen. Auf diesen Fall hat schon de Jonquiferes (1) in 
einer kurzen Notiz hingewiesen und denselben später (4) 
ausführlicher behandelt. Diese Punktverwandtschaft wird des- 
wegen als „JonquieresBche Transformation" bezeichnet. 
Eine rein geometrische Erzeugung gibt Cremona (3) in der 
ersten seiner beiden Arbeiten. Denken wir ims eine Eaumkurve 
{«— l)-ter Ordnung i?"~^ und eine Gerade s„_2, welche w— 2 
Punkte mit ihr gemein hat*). Die beiden Ebenen e und e' 
seien beliebig im ßaume gelegen. Zu irgend einem Punkte P 
von e finden wir nun den entsprechenden I^ auf e' ver- 
mittels folgender Konstruktion. Durch P gibt es eine emzige 
Gerade, welche M"-^ und s,i_s gleichzeitig trifft. Denn der 
aus P die J?"-^ projizierende Kegel (w — l)-ter Ordnung hat 
mit der Ebene {Ps,,^^) außer den durch die festen Schnitt- 
punkt« von JJ"-' und s„_2 gehenden Strahlen bloß noch eine 
Sehnittgerade gemein. Diese sehneidet aus e' den entsprechen- 
den Punkt P' aus. Es ist leicht, die F.-Systeme in beiden 
Feldern zu ermitteln. Zunächst liefert die Sehne s„_2 in 
ihren Schnittpunkten mit e und e' die F. -Punkte (m — l)-ter 
Ordnung A„^i bzw. A^^i. Der die R"-^ aus diesem Punkte 
bzw. projizierende Kegel (n — l)-ter Ordnung schneidet die 
andere Ebene in der entsprechenden F. -Kurve (n — l)-ter 
Ordnung. Ferner hat die P"-^ sowohl mit der Ebene s als 
auch mit e' je n — 1 Punkte AI, Äf,..., Al~'^ bzw. A[^ , 
A'±^, . . ., A!^~'^ gemein. Bezeichnen wir weiter die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen mit g, so mögen die Verbindungs- 
strahlen ji„_, A}y, A„_^A\., . . ., ^„^1 jIJ""^ der Geraden g in 

*) Wie man überhaupt auf einen Hyperboloid Eaumkurven 
von der Ordnung o -F ^ bestimmt, welche die Erzeugenden der 
einen Schar je in o. , die der andern Sohar je in ß Punkten treffen, 
wird später (102.) auseinanderzusetzen sein. 
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den Paukten AJ^, AJ^, . . ., Af""^, die Verbindungalinien 

Aii_iAi\ A'„^iÄp, . . ., A'„_iAi"~^ dagegen der Geraden g 
in den Punkten A}, Af , . . ., A}~* begegnen. Dann sind, wie 
auch geometrisch leicht zn erkennen ist, 

A], AI,..., Äl-^, Ai,A^..., Ar^ 
die 2(n — l)-C!Dfaclien F.-Punkte der Ebene e, während 

A'i^, A'i^, ..., ^l"-^ A'iS A'iS..., A'i"-^ 
die P.-Punkte erster Ordnung im andern Felde werden. Man 
kann diese Erzeugung als eine Art Verallgemeinerung der 
Steinersehen Erzeugung der quadratischen Transformation 
<vgl. S. 35) betrachtco. Doch sind für n > 3 die Felder, 
welche man durch die geometrische Erzeugung erhält, in- 
sofern et^vas spezialisiert, als {n ~ ,1) der F.-Punkte erster 
Ordnung je auf einer Geraden liegen. 

Auch für den Fall, daß n von einef der Formen 2p, 
2p + l, 3p, 3p-i-l, 3p + 2, ip, ip + l, 4p + 2, 
4j) + 3 hat Cremona Lösungen angegeben. Ganz allgemein 
das Problem zu lösen ist aber bisher nicht gelungen. 

Ein Satz über ungleichartige F.-Systeme, 
75. Betrachten wir in den obigen Tabellen konjugierte 
Systeme, so finden wir, daß zwei derartige Reihen von Zahlen 
sich bloß in der Anordnung unterscheiden, daß aber die 
Zahlen selbst die gleichen sind, Clebsch (9) hat dies in 
der Tat allgemein bewiesen. 

Fassen wir in einer der beiden Ebenen die sämtlichen 
F.-Kurven einer bestimmten Ordnung i ins Auge, die wir 
als eine Gruppe bezeichnen wollen, so leuchtet ein, daß jede 
dieser Kurven in dem F.-System ganz die gleiche Rolle spielt. 
Greifen wir weiter in der nämlichen Ebene die F.-Punkte 
einer bestimmten Ordnung heraus, so wird irgend eine Kurve 
der ersten Gruppe durch die Punkte dieser zweiten Gruppe 
von Punkten verschieden oft hindurchgehen. Ordnen wir 
diese Zahlen «(^ etwa der Größe nach, so ist damit eine ge- 
wisse Anordnung der F.-Punkte der zweiten Gruppe gegeben. 
Bilden wir jetzt irgend eine andere Permutation aus den 
F.-Punkten, und schreiben dazu die gleiche Reihe der 
Zahlen Xit, so folgt aus der Symmetrie der beiden Gruppen 
mder, daß eine F,-Kurve der- ersten Gruppe vor- 
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bandeu sein muß, welche diesem zweiten Ari-angemeiit ent- 
spricht. Die Zahl der Permutationen der F.-Punkte gibt 
demnach die Anzahl der F.-Kntven der ersten Gruppe und 
diese Anzahl ist größer als die der F.-Punkte der zweiten 
Gruppe. Denn die Zahl der Perrautatiouen aus n Elementen 
ist im allgemeinen größer als n. 

Gehen wir jetzt zu der andern Ebene über, so ent- 
sprechen den F.-Kurven F.-Punkte - und den F.-Punkten 
F. -Kurven, Ganz die gleiche Überlegung fühi't uns nun zu 
dem Schlüsse, daß die Zahl der F.-Punkte der ursprünglich 
betrachteten zweiten Gruppe gleich der Zahl der Permntationen 
der F.-Kurven der ersten Gruppe, folglich größer ais die 
Zahl dieser F.-Knrven. Dieser Widerspruch läßt sich nur 
durch die eine oder andere der folgenden Annahmen be- 
seitigen: 

a) Jede F.-Kurve der ersten Gruppe geht durch alle 
F.-Punkte der zweiten gleich oftmal (Null mit ein- 
geschlossen) hindurch; 

b) jede F.-Kurve der ersten Gruppe geht durch alle 
F.-Punkte der zweiten Gruppe mit Ausnahme eines 
einzigen gleich oft hindurch. 

Im ersten Falle können wir ans der Zahl der F.-Punkte 
der zweiten Gruppe keinen Schluß ziehen in betreff der An- 
zahl der F.-Kurven der ersten Gruppe, im Falle h) dagegen 
muß notwendig die Zahl der F.-Kurven der ersten Gruppe 
= der Zahl der F.-Punkte der zweiten Gruppe sein. Die 
beiden Gruppen mögen als koordiniert bezeichnet werden. 

Noch genauer wird der Zusammenhang zweier solchen 
Gruppen durch folgenden Satz von Bertini (13) zum Aus- 
druck gebracht: Geht eine F.-Kurve durch die F.-Punkte 
der koordinierten Gruppe mit Ausnahme eines einzigen 
flt-mal hindurch, durch diesen einzigen aber «»'-mal, so gut 
die Beziehung 

Greifen wir nämlich zwei F.-Kurven der Gruppe heraus, so 
ist zunächst nach Gleichung (11) auf S, 146 

Nun gehen die beiden F.-Kurven durch jeden F.-Punkt 
gleich oft hindurch mit Ausnahme der beiden, durch welche 
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jede bzw. co'-mal hindurchgeht. Führen mr also links die 
Summe *^^«(t ßin, welche für alle auf einer F.-Kurve ge- 
legene F.^unkte gebildet wird, so ist 

'Z«?.~ »■-"" + 2 »»'-•' 
und in Verbindung mit der Glcieiiung (10) folgt daraus 

(«,' - »)■ _ 1 . 

Zu jeder Gruppe von F.-Kurven gibt es ferner imioer 
eine und nur eine koordinieile Gruppe von ebensoviel 
F. -Punkten. Denn gähe es zu einer Gruppe von F.-Kurven 
keine koordinierte Gruppe von F.-Punkten, so mußte irgend 
eine Gruppe von F.-Punkten zu dieser Gruppe von F.-Kurven 
in der unter a) erwähnten Beziehung stehen, d.h. jede F.-Kurve 
der gegebenen Gruppe ginge durch alle F.-Pnnkte dieser 
Gruppe gleich oft hindurch. Nun bestimmen aber die F.- 
Punkte die F.-Kurven; aber es gelingt bei dieser Annahme 
nie, die verschiedenen F.-Kurven der gegebenen Gruppe zu 
bestimmen. Wir geraten immer in Widersprüche, außer wenn 
wir annehmen, daß die gegebene Gruppe nur in einer einzigen 
F.-Kurve besteht. 

Maaren andererseits einer Gruppe von F.-Kurven zwei 
Gruppen von F.-Punkten koordiniert, so würde zwischen den 
F.-Punkten, die der gleichen F.-Kurve zugewiesen sind, eine 
Zuordnung hergestellt, wodurch das Prinzip der Symmetrie 
in bezug auf diese F.-Punkte verletzt würde. Demnach ent- 
spricht jeder Gruppe von F.-Punkten als koordinierte Gruppe 
eine gleichgroße Anzahl von F.-Kurven in der gleichen 
Ebene und da diesen F.-Kurven im andern Feld F.-Punkte 
entsprechen, so gehört zu jeder Zahl «, von F.-Punkten 
(a, > 1) in der einen Ebene eine gleich große tx'j in der 
andern Ebene. Da femer nach (18) die Gesamtzahl der 
F.-Punkte in beiden Feldern die gleiche ist, so folgt nach 
Abzug der in Gruppen auftretenden F.-Punkte, daß auch 
die einzeln auftretenden in gleicher Zahl vorhacden sind. Es 
unterscheiden sich also in konjugierten Systemen oder bei 
ungleichartigen F.-Systemen die «^ von den (xj nur durch 
die Anordnung. 

Clebseh hat auch noch den Satz bewiesen, daß das 
Quadrat der aus den a^ gebildeten Determinante den 
Wert n^ hat. 
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§ 17. Zurfickfülirung einer Creoionaschen 

Transformatioii auf eiue Folge von ^nadratisclien 

Transformationen. 

Ein Satz ober die drei F.-Punkte von der höchsten 
Ordnung. 
76. Bevor Cremona seine Theorie der allgemeinen um- 
kehrbar eindeutige» Substitutionen entwickelt hatte, war man 
der Meinung gewesen, die quadratischen Transformationen 
Beien die allgemeinsten, eindeutigen, nichtlinearen Punkt- 
verwandtschaften. Das Irrtümliche dieser Auffassung ergibt 
sich ohne weiteres aus der Tatsache, daß man durch Wieder- 
holung quadratischer Transformationen eindeut^ Punkte- 
transformationen von beliebig hohem Grade erhalten kann. 
Haben wir nämlich eine Ebene e' quadratisch auf eine 
Ebene e abgebildet und beziehen weiter s quadratisch auf 
eine neue Ebene e", so wird dadurch auch die erste Ebene s' 
auf e" bezogen, und zwar durch eine Transformation vierter 
Ordnung. Denn einer Geraden in e' entspricht zunächst ein 
Kegelschnitt in s und diesem in e" eine Kurve vierter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten in den Ecken des F.- 
Dreiecks und drei weiteren festen einfachen Punkten. Offenbar 
gelangt man, auf diese Weise fortfahrend, zu Cremonaschen 
Transformationen von der Ordnung 2'', wo k eine positive 
ganze Zahl. Wählt man aber in dem angeführten Beispiel 
die beiden in der Ebene e befindlichen Hauptdreiecke so, 
daß sie eine Ecke gemein haben, so geht eine Gerade der 
ersten Ebene in eine Kurve dritter Ordnung in der dritten 
Ebene über, so daß man als Resultat dieser zwei quadratischen 
Abbildungen die Transformationen dritter Ordnung (n = 3 
S. 148) erhält. Man kann demnach Transformationen der ver- 
schiedensten Ordnungen als Resultat der Anwendung von 
sukzessiven quadratischen Umformungen ableiten: immerhin 
wäre ee aber möglich, daß man dadurch doch nur zu speziellen 
Cremonaschen Transformationen gelangt. Dies ist nun nicht 
der Fa]l; vielmehr ist der Zusammenhang zwischen den quadra- 
tischen Transformationen und den allgemeinen Cremonaschen 
ein so inniger, daß, wie wir jetzt nachweisen wollen, auch 
umgekehrt der von Clif f ord (7) angegebene, von Noether (5) 
bewiesene Satz gilt: 
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„Jede Cremonasche Transformation kann durch 
eine Eeihe von quadratischen IVansforniationen er- 
setzt werden." 

In der Tat, zwischen zwei Ebenen t' und e sei eine 
CremonaBche Transformation irgend welcher Art beigestellt 
und Ae,Ag, j1( seien drei F.-Punkte von den Ordnungen j',s,i! 
in s . Die Ebene e wollen wir nun quadratisch auf eine 
neue Ebene e" abbilden und dabei das eine Hauptdreieck 
niit^rjls^tzuBanimenfallen lassen, während das Hauptdreieek 
in e" ganz beliebig gewählt werden kann. Zur vollständigen 
Bestimmung dieser quadratischen Transformation ist dann 
nach 15. noch die Angabe zweier entsprechenden Punkte j? 
und P' nötig, Einer Geraden in s' entspricht nun eine 
Kurve «-ter Ordnung in e und diese wird durch die quadratische 
Transformation in eine von der Ordnung 

m = 2 n — (r + .s- + t) 

in e" übergeführt. Dann wird aber dadurch offenbar auch 
zwischen e' und e" eine Cremonasche Transformation von 
der Ordnung ni hergestellt, die wir kurz durch C" bezeichnen 
woUen, während für die quadratische Transformation zwischen 
e" und e das Symbol Q^ und für die gegebene Transformation 
zwischen e' und e das Symbol C" Verwendung finden mögen. 
Diese letztere Punktverwandtsehaft kann mau nunmehr aber 
auch erhalten, indem man von a' vermöge O" zu e" und 
von e" mittels Q* zu s übergeht, oder symbolisch geschrieben 

O Eiz C" ■ Q"' . 

Eine Vereinfachung ergibt sich durch diese Betrachtung nur 
dann, wenn vi < n ist oder »■ + s + ^ > w . Dies läßt sich 
aber durch passende Walil der drei P.-Punkte Ar, Äs, At 
Dnmer erreichen auf Grund des folgenden Satzes: 

Die Summe der drei höchsten Ordnungszahlen 
von F.-Punkten einer Cremonaschen Transformation 
ist stets größer als der Grad n der Transformation. 

77. Es seien also jetzt r, s, t die größten Ordnungs- 
zahlen, so daß 
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Bilden yrfr die Summen (5) und (7) aber mit Ausschluß der 
beiden grollten Zahlen s und t, eo wird 

^a^k = i{n ~ 1) - ti - t 



^ fflj k'' = n'^ — l — i'^ — P . 

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit )■ und subtrahieren 
davon die zweite, so ist irgend ein Glied der linken Seite 
von der Form h{r—'k)iXü, also wegen »■ > ^ stets positiv, 
folglieh steht auch auf der rechten Seite ein positiver Aus- 
druck, d. h. man hat: 

(2) r(in-%-s-f)>n^ -1 - s^ - P . 

Nehmen wü- jetzt an, es wäre r + s -}- 1 kleiner oder gleich 
n, also 

{■A) n^r + s + t + x, 

wo X eine positive ganze Zahl oder auch Null, so Uefert 
diese, in (3) eingesetzt, 

(4) 2r'i — 3r + Zrx> 2st - 1 -y 2x{r + s + t) + X'' . 
Es ist aber nach der Voraussetzung (1) sicher r^ ^st und 
1 < 3 r , da r ja mindestens gleich der Einheit, folglich 

oder 

(5) 2/-a-3r<2ai-l. 
Femer ist wegen (1) 

3r<r-|- s+ i, 
mithin auch 

■ärx<(r + s + t)a: 
und um so mehr 

(6) 3rx<2(r + s + t)x + xK 

Durch Addition von (5) und (6) folgt dann aber, daß Glei- 
chung (4) für keinen positiven Wert von x und auch nicht 
für x = bestehen kann, demnach ist auch (3) unmöglich 
und es muß notwendig sein: 

r + s + t>n. 
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Oie Zurückfülirung einer Cremonasehen Trans- 
formation auf quadratiaehe Transformationen, 

78. Nehmen wir nun im obigen Falle an, die F.-Punkte^ , 
As, At seien für die O diejen^en von der größten Ordnung, 
ao wird die Transformation C"' von niedrigerer Ordnung, da 
m < n ist. Diese neue Cremonaselie Transformation G^ 
läßt sich aber wieder in der gleichen Weise auf eine quadra- 
tische und eine Cremonasche Transformation reduziereo, 
welch letztere von einer Ordnung sein muß, die <m ist. 
Auf diese Weise muß es möglich sein, die gegebene Trans- 
formation schließlieh in eine Reihe von quadratischen Ver- 
wandtschaften aufzulösen. Natürlich kann auch eine Trans- 
formation erster Ordnung, d. h. eine Kollincation, als Ausartung 
der quadratischen Transformation in dieser Reihe vorkommen. 
Analytisch besagt dies, daß sieh die Gleichungen einer 
Cremonaschen Transformation aus den Gleichungen, wie sie 
die quadratische Verwandtschaft darstellen, zusammensetzen 
lassen. 

Ein Beispiel mag noch eine Stelle finden: wir wollen 
die Transformation fünfter Ordnung, welche nach unserm 
Schema (siehe S. 148) durch die Zahlen 

Ä^ = 3 , «a = 3 , «3 = 1 

gegeben ist, auf quadratische Transformationen zurückführen. 

Die beiden gegebenen Ebenen seien e' und e, in der 
letztern mögen die F.-Punkte erster Ordnung A^, B^, C, , 
die F.-Punkte zweiter Ordnung A^,B^, 0^ und der F.-Punkt 
dritter Ordnung A^ gelegen sein. Wir beziehen zunächst 
die Ebene e durch eine quadratische Transformation Q^ auf 
eine neue Ebene e" und wählen in e das Dreieck A^A^IB^ 
als Hauptdreieek Xj X^ X^ , während das Hauptdreieck Y^ Y^ K, 
in e" beliebig angenommen werden kann. Dann geht das 
Netji der Kurven fünfter Ordnung in ein solches von Kurven 
dritter Ordnung in e" über. Der Doppelpunkt Zi derselben 
entspricht iu der Transformation Q^ dem Punkte C^ , die 
vier festen einfachen Punkte sind der Hauptpunkt Y^ sowie 
die Punkte Z^ , Z^, Z^, welche iu Q^ den F.-Pimkten A^ , 
Bi , Ci entsprechen. 

Die Ebene s" beziehen wir jetzt durch eine quadratische 
Transformation B^ auf eme neue Ebene s'" ; als Hauptdrei- 
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eck in e" dient das Dreieck Z-^Z^Z^^ während das Haupt- 
dreieck ViV^V^ von s'" beliebig angenommen wird. Das 
Netz der Kurven dritter Ordnung verwandelt sieh vermöge 
Ü^ in ein System von Kegelschnitten, die alle durch V^ 
geben sowie durch die zwei Punkte, welche den Punkten T^ 
und Zi in R^ entsprechen. Dann kann aber das Geradeo- 
nctz von s' durch eine quadratische Transformation S^ auf 
dies Kegelsehnittnctz in e'" bezogen werden und die ge- 
gebene ^ansformation fünfter Ordnung C^ ist als die Folge 
von drei quadratischen Verwandtschaften dargestellt, indem 
man von e' zu s'", e" und s' übergeht nach der Formel 

Die der größeren Übersichtlichkeit wegen „eingeschalteten" 
Ebenen e", s'". . . kann man natüihch auch mit einer der 
gegebenen Ebenen zusammenfallen laisen; femer ergibt sich 
noch eine Vereinfachung, wenn man statt der allgemeinen 
quadratischen Transformationen die spezielle, involutorische 
(S. 44) verwendet, für welche die beiden Hauptdreiecko sich 
decken. 



Transformationen mit zusammenfallenden 
F.-Punkten. 

79. Die soeben durchgeführten Betrachtungen können 
ihre Gültigkeit verlieren bei Transformationen, in denen sich 
mehrere F.-Punkte in einen vereinigt haben, wie sie z. B. 
bei der Abbildung von Flächen auf eine Ebene auftreten. 
Einfache Beispiele dieser Art haben wir in § 5 bereits kennen 
gelernt. Es können dann F.-Kurven zerfallen oder mehr 
F.-Punkte enthalten, als zu ihrer Bestimmung nötig ist. 
Würden z. B. von den drei P.-Punkten höchster Ordnung 
zwei sich in bestimmten Richtungen dem dritten unendlich 
nähern, so könnten durch diese drei Punkte nicht zerfallende 
Kegelschnitte überhaupt nicht gelegt werden. Trotzdem bleibt 
der Satz von der Darstellung einer Cremonaschen Trans- 
formation als einer Reihenfolge von quadratischen Ti'ans- 
formationen ganz allgemein gültig. Noether (5) gab einen 
Beweis für denselben, aber erst 1901 bemerkte Segre (18), 
daß derselbe eine Lücke enthielt, und Castelnuovo (19) 
bewies im Anschluß daran diesen Satz auf eine alle Fälle 
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umfassende "Weise. Wir müssen uns darauf beechräuken, den 
Gedankengang anzudeuten. Fürs erste läßt sieh ohne große 
Schwierigkeit zeigen, daJ3 jede Jonquiöressche Transfor- 
mation «-ten Grades in eine Reihe von quadratischen auf- 
gelost werden kann, auch wenn die einfachen F.-Punkte aJle 
oder zum Teil in den (w — l)-fachen Punkt gerückt sind. 
Zweitens gelingt es, jede Creraonaeche Transformation durch 
eiueEeihe von Jonquieresachen Transformationen darzustellen, 
indem fönender Satz bewiesen wird : Jedes lineare, wenigstens 
co^-fache System von rationalen, irreduktiblen Kurven kann 
vermittels Jon quiöres scher Transformationen in ein System 
von Geraden, Kegelschnitten oder Kurven w-ter Ordnung 
(»^2) mit (n — l)-faehem Pimhte und sonst lauter ein- 
fachen Punkten übergeführt werden. Die Verbindung dieser 
beiden Theoreme liefert aber dann den Satz, daß jede 
Cremonasche Transformation als ein Produkt von quadra- 
tischen Transformationen darstellbar ist. 



§ 18. Cremonasche Transformatioiieu in der gleichen 
Ebene. 

T'ie Koinzidenzpunkte. 

80. Lassen wir jetzt die beiden Ebenen e und e', welche 
durch eine Cremonasche Transformation i2-ten Grades auf- 
einander bezogen sind, zusammenfallen, so wird es uns zu- 
nächst interessieren, ob es in diesem Felde Punkte gibt, die 
mit ihren entsprechenden zusammenfallen. 

Um diese „Koinzidenzpunkte" zu bestimmen, möge sich 
eine Gerade g von s um einen Punkt P drehen. Dem 
Strahlenbüschel, den sie beschreibt, entspricht in e' ein 
Büschel von Km^ven n-ter Ordnung ^j", welche sämtlich 
durch den entsprechenden Punkt P' gehen. Beide Büschel 
sind projektiv aufeinander bezogen (G. T. I. 90.) und ilir Er- 
zeugnis ist eine Kurve Jp von der Ordnung « + 1 » welche 
nach de Jonquieres als isologe Kurve bezeichnet wird. 
Sie ist der Ort aller Punkte X' der Ebene e', weiche die 
Eigenscliaft haben, daß ihre entsprechenden Punkte X 
jeweils auf der Verbindungsgeraden PX' gelegen sind. Jp 
geht durch P mid P' hindurch, sowie ^-mal durch jeden 
F.-Punkt Äj der Ebeue e'. Denn die Verbindungslinie P-^ 
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trifft die dem Punkte Äj entsprechende T.-Kurve fj in 
j Punkten. 

Betractten wir den StrahlenbOschel P als in der Ebene e' 
gelegen, so liefert er mit dem entsprechenden Kurvenbiisehel 
in e eine isologe Kurve ,Tp von e, welche jeden F.-Punkt 
i-ter Ordnung A( in e selbst zum «-fachen Punkt hat. Be- 
zeichnen wir mit Pt, p^, Pa die Koordinaten des Punktes P, 
Ro ergeben sich die Gleichungen der beiden zum Punkte P 
isologen Kurven ohne -weiteres in der f 



Form 



Pi 



P2 



91 (^) 9-3 (^) 



Pi 



P'i 



P-i 



= 0, 



Vi(^') ^2(^0 "Psi^') 
deren Betrachtung zu den gleichen Resultaten führt. 

Zu irgend einem weiteren Punkte Q gehört eine isologe 
Kurve Jij . Betrachten wir nun die (n + 1)^ Schnittpunkte 
von Jf und Jq^ : von denselben können wir folgende an- 
geben: 

a) Die sämtlichen F.-Punkte von e; sie liefern einen 

Betrag ^«f *^ = jjä — 1 nach Formel (5) (s. 8. 137). 

b) Der Verbindungslinie PQ als einer Geraden V von 
e' entspricht eine Kurve M-ter Ordnung <p^ und 
durch die Schnittpunkte von V und tp" gehen Je 
und Ja hindurch. 

Es bleiben dann noch 

(« + D« - (n^ - 1) ~ « = w + 2 
Schnittpunkte übrig. Jeder dieser Punkte X muß die Eigen- 
schaft haben, daß der ihm entsprechende Punkt X' sowohl 
auf der Geraden PX' als auch auf Q'K liegt, und da wir 
die auf der Verbindungslinie PQ gelegenen Punkte dieser 
Art unter b) schon in Abzug gebracht haben, so ist dies 
nur möglich, wenn X' sich mit X vereinigt. Die beiden 
Ebenen enthalten also im allgemeinen »-f 2 Koinzidenzpunkte. 
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Im übrigen wird man zweierlei Arten von Koinzidenz- 
punkten unteracheiclen können. Jeder Eiehtung durch einen 
solchen Punkt entspricht projektiv eine zweite Richtung', und 
im allgemeinen Falle wird es folglich durch den Koinzidenz- 
punkt zwei sich selbst entsprechende Richtungen 
geben. Eh kann aber diese projektive Beziehung in eine 
Identität übergehen; dann hat der Köln zidenzp unkt die Eigen- 
schaft, daß alle durch ihn hindurchgehenden Rich- 
tungen sieh selbst entsprechen. Weiter können die 
Koinzidenepunkte nicht nur isoliert, sondern aueh in Kurven 
angeordnet auftreten. Eine solche „feste" Kurve, die sich 
Punkt für Punkt selbst entspricht, bildet einen Bestandteil 
jeder isoiogen Kurve [Doehlemann (14)j. 

Alle isologen Kurven des einen Systems, z. B. in e, 
bilden ein Netz; denn in ihrer Gleichung können wir die 
Größen p^, p^ , p^ als homogene Parameter ansehen. Geo- 
metrisch folgt dies daraus, daß wir von einer isologen Kurve 
zwei Punkte P" und F beliebig wählen dürfen. Die Linien fT (7' 
und W nach den entsprechenden Punkten ü' und V be- 
stimmen ja dann in ihrem Schnittpunkt das Zentrum für die 
isologe Kurve. Die E.-Punkte in Verbindung mit den Ko- 
inzidenzpunkten reichen gerade aus zur Bestimmung dieses 
Netzes, da nach Formel (6) auf S. 138 
n{n + 3) 



Weitere Eigenschaften dieser Kurven sowie andere bei 
einer Cremona scheu Transformation auftretende Örter hat 
Guccia (15} untersucht, der am gleichen Ort aueh für eine 
Reihe einfacher Transformationen die Formeln aufstellte. 

Die involutorisch sich entsprechenden Punkte. 
81. Betrachten wir eine Gerade ff oder V sowohl als 
Strahl von e als auch von e', so entf-prcehen ihr im andern 
Felde die Kurven n-ter Ordnung yj^ bzw. <pt. Jeder der 
n^ Schnittpunkte dieser beiden Kurven hat dann die Eigen- 
schaft, daß er als P und Q' genommen zu einem Punkt- 
paare P', Q führt, welches auf der angenommenen Ge- 
raden g, V gelegen ist. Lassen wir jetzt weiter die 
Gerade g, V einen Strahl enbüschel G, TJ durchlaufen, ao 
beschreiben tf'^ und 55, je ein Büschel, und das eine ist projektiv 
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auf das andere bezogen. Die Schnittpunkte entsprechender 
Kurven erfüiien folglich eine Kurve (2 w)-t«r Ordnung Kg , 
welche durch G' und L hindurchgeht, sowie durch .jeden 
F.-Punkt der beiden Ebenen mit einer Anzahl von Äaten, 
die gleich ist der Ordnung dieses F.-Punkt es. Diese Kurven Ä 
können, wie S. Kantor (12) bemerkt hat, daau dienen, 
die Paare von sieh involutorisch entsprechenden Punkten 
einer Transformation zu ermitteln. la der Tat betrachten 
wir eine zweite derartige Kurve K^, welche eich unter Zu- 
grundelegung des Strahlenbiisehels mit dem Mittelpunkte M, JV 
erzeugen laßt, so können wir von den 4«^ Schnittpunkten 
dieser beiden Kurven folgende von vornherein angeben: 

a) Die sämtlichen F.-Punkte beider Ebenen, welche 

einem Betrag von 2 ^^(X( i^ = 2 (m* — 1) gleichkom- 
men; *=* 

b) die w + 2 Koinzidenz punkte der Transformation; 

c) die n^ Punkte, welche sich ergeben als die Schnitt- 
punkte der beiden Kurven, die der Verbindungs- 
linie GL bzw. entsprechen. 

Außerdem schneiden sich beide Kurven demnach noch in 

4 «2 _ 2 Jaf «2 _ ^ _ 2 - n^ = n (n — 1) 

Punkten. Jeder dieser Schnittpunkte muß, als X und Y' 
betrachtet, entsprechende Punkte X' bzw. Y haben, welche 
sowohl auf einer Geraden durch G als auch auf einer durch 
L liegen müßten, und dies ist, da wir die auf der Linie GL 
gelegenen Punkte dieser Art schon unter c) ausgeschlossen 
haben, nur möglich, wenn J£' sich mit Y vereinigt. Gleich- 
zeitig folgt noch aus der Definition der Kurven K, daß der 
Punkt Jif , Y auch ein Schnittpunkt der Kurven Kg und 
Km ist. Es müssen sich also diese n{n~l) Punkte in 

— - Paare gruppieren und je zwei Punkte eines Paares 
entsprechen sieh involutorisch, d. h.: 

„Eine Cremonasche Transformation »-ter Ord- 
nung enthält im allgemeinen — -■ ■ — - Punktpaare, 
die sich involutorisch entsprechen". 
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Jeder Hichtung m, «' durch den einen Punkt eines 
solchen involutorischen Paares entsprechen zwei Richtungen m', n 
durch den andern, welche projektive Büschel bilden und daher 
im allgemeinen zwei Doppel strahlen besitzen, sofern sie nicht 
überhaupt identisch sind. Es folgt demnach noch: 

„Hat man ein involutorisches Punktpaar einer 
Cremonaschen Transformation, so gibt es entweder 
durch jeden Punkt des Paares zwei Richtungen, 
denen je involutorisch eine Richtung durch den 
andern Punkt entspricht oder jeder Eichtung durch 
den einen Punkt entspricht involutorisch eine Eich- 
tung durch den andern." 

Die abgeleitete Transformation. 
82. In etwas allgemeinerer Weise gelangt man zu den 
involutorischen Punktpaaren einer Punkt Verwandtschaft durch 
Einführung des Begriffes der „abgeleiteten" Transformation, 
Jeder Punkt der zusammenfallenden Ebenen e und s' kann 
als X und Y' genommen werden; dann entsprechen ihm die 
Punkte X' und Y. Aber auch zwischen den Punkten X' 
und Y besteht eine ein-eindeutige Verwandtschaft, und es 
ist leicht zu erkennen, daß diese vom Grade n^ ist. Denn 
besehreibt X' eine Gerade in e', so entspricht dieser eine 
Kurve H-ter Ordnung <p; betrachten wir diese aber als ein 
Gebilde von e', so geht sie in eine Kurve vom Grade n^ 
in e über. Diese Transformation zwischen X' und Y soll 
die „abgeleitete" heißen. Sie wird dargestellt durch die 
Gleichungen: 

Xi = 9i [9i {^) > 9i {^) > <fs (^)] 
bzw. (i = 1 , 2 , 3) 

xt = %ps [xpi {X) , va («) , Wz (^)] ■ 
Beschränken wir uns auf den allgemeinen Fall, daß kein 
P.-Punkt von e mit einem von e' zusammenfällt, so lassen 
sich die F.-8ysteme dieser neuen Transformation ohne Mühe 
angeben. Jeder F.- Punkt von e', wie z. B. J^, ist ein 
(n^yfacher F.- Punkt für die abgeleitete Transformation, 
Ferner entsprechen den F.-Punkten von e', wenn man sie 
als Punkte von e betrachtet, gewisse Punkte in s' und diese 
bilden, mit den gleichen Ordnungszaiilen versehen, den 
übr^n Teil der F.-Punkte. Analog bestimmen sieh die 
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]*\-Puiikte des andern Systems. Die Transformation vierter 
Ordnung n = 4, ix^ = 3, «1 = 3 (S. 148) kann beispielsweise 
als „abgeleitete" einer quadratischen Transformation betrachtet 
werden. 

Der Zusammenhang der involutorisch sich entsprechenden 
Punkte der gegebenen Transformation mit der abgeleiteten 
Transformation ist nun durch den unmittelbar einleuchtenden 
Satz gegeben: 

Jedes involutorisch sieh entsprechende Punktpaar 
der gegebenen Transformation liefert für die ab- 
geleitete Transformation ein Paar Koinzidenz punkte. 

Natürlich gehen die Koinzidenzpunkte der gegebenen 
Transformation auch in Koinzidenz punkte der abgeleiteten 
Transformation über. Da nun diese letztere nach 80. «^ + 2 
Koinzidenzpuiikte besitzt, so ist die Zahl der involutorisehen 
Punkte der gegebenen Transformation 

wa-H 2 — « — 2 = «(« — 1} . 

Auch die involutorisehen Punkte können in unendlicher An- 
zahl auftreten, so daß sie einander involutorisch entsprechende 
Kurven oder eine involutorisch in sich selbst übergehende 
Kurve erfüllen. Solche Gebilde trennen sich dann von 
sämtlichen Ä"-Kurven ab [Doehtemann (IT)]. 
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§ 19. Überblick über die neueren üntersuehungen. 

Involutorische Transformationen. 

83. Die zuletzt durchgeführten Betrachtungen kann 

man naxih sehr verschiedenen ßichtungen hin weiter verfolgen 

und sie sind der Ausgangspunkt für zahlreiche neuere Uater- 

suchungen in diesem Gebiete. Zunächst läßt die Bestimmung 
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der involutorischen Punktpaare einer Cremonaschen Trans- 
formation es naheliegend erscheinen, nach Transformationen 
zu fragen, die durchweg den in volutori sehen Charakter 
ze^cn. Die abgeleitete Transformation für eine solche in- 
volutorische Punkt Verwandtschaft geht dann in eine Iden- 
tität über. Bezeichnen \vir die involutorische Transformation 
symbolisch durch T, die abgeleitete also durch T-T 
oder 2^, so wird dies durch 

T^ = l 

aosgedriiekt werden können. Da das Entsprechen in der 
involutorischen Beziehung durchgängig ein doppeltes sein 
soll, so muß auch jedem F.-Punkte die gleiche F.-Kurve 
entsprechen, man mag ihn zum einen oder andern Felde 
rechnen. Daraus folgt, daß die beiden F.-Systeme gleicher 
Art sein und zusammenfallen müssen, doeh wird umgekehrt 
dadurch die involutorische Lage naturlich noch nicht garan- 
tiert. Im übrigen wird man sich bei der großen Mannig- 
faltigkeit, welche auch noch die involutorischen Beziehungen 
darbieten, darauf beschränken müssen, zunächst die ein- 
fachsten derartigen Abbildungen kennen zu lernen. So hat 
Eertini (4,5) untersucht, in welcher Alt die Transformationen 
von Jonquiöres {ixi = 2{n — l), (X„_i = l, S. 150) involu- 
torisch werden können. Der Strahlenbüschel 0, dessen Mittel- 
punkt der gemeinsame {« — l)-fache Punkt ist, muß durch 
eine solche Transformation jedenfalls involutorisch auf sich 
selbst bezogen ■werden. Zwei Möglichkeiten bieten sich dann 
dar: entweder entspricht sich jeder Strahl dieses Büschels 
selbst oder es tritt dies nur für die zwei Doppelstrahlen des 
involutorischen Büschels ein. 

Im ersten Falle liegt jeder Punkt mit seinem ent- 
sprechenden auf einem Strahle durch und wir können die 
Transformation als eine „perspektive" bezeichnen. Jeder 
Strahl des Büschels trägt eine Involution von entsprechen- 
den Punkten, der zwei Doppelpunkte zukonunen. Diese sind 
Koinzidenzpunkte der Transformation, welche mithin eine 
„feste" oder Koinzidenzkurve F enthält, d. h. eine Kurve, 
welche sich Punkt für Punkt selbst entspricht. Die Ord- 
nung dieser Kurve ergibt sieh leicht aus folgendei- Über- 
legung. Irgend einer Geraden entspricht involutorisch eine 
Kurve M-ter Ordnung; die Schnittpunkte derselben mit der 
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Geraden müssen sich dann offenbar paarweise entsprechen; 
da aber der einem solchen Schnittpunkte P entsprechende 
Punkt P' auch auf der Verbindungslinie OP gelegen sein 
muß, so fällt er mit P zusammen. Die sämtlichen « Schnitt- 
pimkte sind Koiiizidenzpunkte, also Punkte von F, und die 
feste Kurve ist demnach von der w-ten Ordnung, Sie muß 
dann aber in selbst einen (n — 2)-fachen Punkt haben, da 
jeder Strail des Büsehek außerhalb nur zwei Punkte 
mit r gemein hat. 

DieMßglichteit einer soiclien Perspektiven involutorischen 
Transformation von Jonquieres erweist man durch direkte 
Konstruktion derselben. Wir nehmen als gegeben eine Kurve 
M-ter Ordnung F mit (n — 2)-fachem Punkte an. Irgend 
einem Punkte P ordnen wir den Pimkt P' zu, der auf dem 
Strahle OP harmonisch liegt zu P bezüglich der zwei Schnitte 
punkte des Strahles mit der Kurve F. Dann erhält man 
dadurch, wie unschwer zu erkennen, die obige Perspektive 
und involutorische Jonquiferessche Transformation »-ter Ord- 
nung. In betreff der 2(m — 1) F.-Punkte erster Ordnung 
ist noch folgendes zu bemerken. 

Nehmen wir an, daß die Kurve F M-ter Ordnung außer 
dem (w — 2)-faehen Punkte keine vielfachen Punkte besitzt, 
so daß sie vom Geschlechte p-^ n — 2 und von der Klasse 
2 (2 w — 3) ist, so gehen vom (n — 2)-f achen Punkt«, da die 
m — 2 Tangenten in demselben doppelt zählen, noch 2(w — 1) 
Tangenten an die Kurve /'. Die Berührungspunkte derselben 
liefern die einfachen F.-Punkte der Transformation. In der 
Tat wird ja auf jeder dieser Tangenten die Involution eine 
parabolische, so daß einem beliebigen Punkte stets der Be- 
rührungspunkt entspricht. 

Ferner erhalten wir die 2{n— 1) Berührungspunkte der 
von aus an F gehenden Tangenten als die Schnittpunkte 
von F mit der ersten Polaren von in bezug auf F. Diese 
erste Polare ist gleichzeitig die dem F.-Punkte entsprechende 
F.-Kurve von der Ordnung n-—l, welche selbst noch (n — 2)- 
mal durch den Punkt hindurchgeht. 

Besitzt die Kurve F außer dem (m — 2)-fachen Punkte 
noch etwa d Doppelpunkte, so daß sie vom Geschlechte 
n — 2 — d wird, so geht die erste Polare bekanntlich durch 
jeden Doppelpunkt noch einfach hindurch, so daß dadurch 
zwei Schnittpunkte der beiden Kurven absorbiert i 
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Mithin fallen in jedem Doppelpunkte von F zwei einfache 
F.-Punkt« der Transformation zusammen. 

Als einfachstes Beispiel einer solchen Transformation, 
das dem "Werte w = 2 entspricht, haben wir in 25, die qua- 
dratische Inversion kennen gelernt. 

Den Fall « = 3 hat Saltel (2) behandelt, ohne aber die 
Koinzidenzkurve der Verwandtschaft und überhaupt ihren 
Zusammenhang mit den allgemeinen Cremonaschen Trans- 
formationen zu untersuchen. Er geht aus von zwei Kegel- 
schnitten und einem festen Punkte S. Irgend ein Punkt P 
liefert einen VerbindungBstrahl JPS, welcher die Kegelschnitte 
in zwei Punktpaaren schneidet. In der durch diese beiden 
Paare bestimmten Involution gibt es zu P einer» ent- 
sprechenden Punkt P' . Die durch die Punkte P und P' 
gebildute Verwandtschaft bezeichnet er nach Desargues als 
„transformation Aiguesienne". Sie ist eine Perspektive Jon- 
quieres-TransformatioQ dritter Ordnung, S ist der F,-Pnnkt 
zweiter Ordnung und die vier Schnittpunkte der beiden 
Kegelschnitte liefern die P. -Punkte erster Ordnung. Jeder der 
beiden Kegelschnitte geht in sieh selbst über. Umgekehrt führt 
jede involutoriscbe, perspektive Jonquierea-Transformation 
dritter Ordnung zwei solche Kegelschnitte in sidi selbst über, 
kann also auf diese Weise erzeugt werden. 

84. Diese Perspektiven, involutorischen Transformationen 
von Jonquieres enthielten eine feste Kurve von einer Ordnung, 
die gleich dem Grade der Transformation war: sie sind auch 
umgekehrt durch diese Eigenschaft vollständig definiert, d. h. 
wenn eine involutoriscbe Transformation n-ten Grades eine 
feste Kurve «-tcr Ordnung enthält, so ist sie eine persjiek- 
tive Jonquieres sehe Transformation. Sind nämlich P und P' 
zwei entsprechende Punkte, so hat die Verbindungslinie der- 
selben mit der Koinzidenzkurve F n Punkte gemein, und 
durch diese, sowie durch P und P muß die der Verbindangs- 
geraden PP entsprechende Kurve ii-ter Ordnung jedenfalls 
hindurchgehen. Diese letztere hätte also n-\-l Punlite mit 
PP' gemein, folglich muß die Linie PP' ein Teil der Kurve 
M-ter Ordnung sein. Da nun aber nicht alle Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte F.-Gerade sein können, so 
muß die Verbindungslinie PP' stets einen F.-Piuikt 
(w — l)-ter Ordnung enÜialten, womit unsere Behauptung 
erwiesen. 
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Daß eine Transformation keine feste Kurve von einer 
Ordnung enthalten kann, die höher ist als der Grad der 
Transformation, ist selbstverständlich. Man kann ferner be- 
haupten: Eine involutorieche Transformation ungeraden Grades 
enthält notwendig eine feste Kurve von ungerader Ordnung. 

Denn die ii^end einer Geraden involutorisch entsprechende 
Kurve n-ier Ordnung liefert mit dieser Geraden Schnitt- 
punkte, die sich paarweise entsprechen müssen. Ist also n 
ungerade, so muß man eine ungerade Anzahl von Koinzidenz- 
punkten erhalten. 

Betrachten wir endlieh noch die zweite Möglichkeit, daß 
der Strahlenbüsehel involutorisch in sich übergeführt wird 
und daß zwei Doppelstrahlen auftreten. Dann ergeben sich 
folgende Fälle: 

a) Die beiden Doppelstrahlen entsprochen sich Punkt 
für Punkt selbst; die Ordnung der Transformation 
muß eine gerade sein. 

b) Keiner der Doppel strahlen entspricht sich Punkt für 
Punkt; auf jecfeio liegen nur zwei Koinzidenzpunkte. 
Es treten überhaupt bloß diese vier Koinzidenz- 
punkte auf und auch hier muß die Ordnung der 
Transformation eine gerade sein. 

c) Einer der Doppel strahlen entspricht sich Punkt für 
Punkt, der andere geht in sich über und enthält zwei 
Koinzidenzpunkte; die Ordnung der Transformation 
ist eine ungerade. 

85. Gehen wir mm zu allgemeineren iuvolutorisehen Trans- 
formationen über, so haben wir die Möglichkeit, aus einer 
einzigen derartigen Abbildung neue in unbegrenzter Zahl ab- 
zuleiten durch Anwendung sukzessiver quadratischer Trans- 
formationen. Denn wird eine erste Ebene, die wir als e und e' 
bezeichnen wollen, durch eine Transformation T n-ten Grades 
involutorisch in sich übergeführt, wählen wir ferner eine zweite 
Ebene, die jj bezw. rj' heißen möge, und bilden diese durch 
eine quadratische Verwandtschaft Q auf s ab, so wird auch 
in rj eine involutorische Beziehujig hergestellt. 

In der Tat einer Geraden 9 von tj entspricht zunächst 
in e ein Kegelschnitt vermöge der Abbildung Q ; dieser Kegel- 
schnitt wird durch T in eine Kurve (2 »i)-ter Ordnung über- 
geführt und dieser entspricht infolge der quadratischen Ab- 
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bilduQg in jj' eine Kurve (4n)-ter Ordnung. Man erhält 
demnach in der zweiten Ebene eine ebenfalls involutoriche 
Punkttransformation T von der Ordnung in, welche in der 
Form erseheint -r ■— n f o-i 

Die beiden Verwandtschaften T und T lassen sich mithin 
auseinander durch quadratische Umformung ableiten; von T 
kann man wieder zu neuen Abbildungen übergehen usf. 
Bertini {4, 5, 7) hat nun die Frage untersucht: Gibt es irre- 
duktible in volutorische Transformationen, d.h. solche, welche 
durch eine Eeihe von quadratischen Transformationen oder 
durch eine Cremonasche Transformation nicht aufeinander 
zurückgeführt werden können? Er findet vier solche irre- 
duktible, nicht ineinander überführbare Typen, aus denen aber 
alle andern invoIutorischeuTran.sformationen hergeleitet werden 
können: 

a) die in volutorische Zeutralkollineation (Harmonische 
Homologie); 

b) die involutorische, Perspektive Jonqui&res-Tranaformar- 
tion w-ter Ordnung mit einer festen Kurve «-ter Ord- 
nung, vom Geschlechte w — 2 und (w — 2)-fachem 
Punkte; 

e) eine involutorische Transformation achter Ordnung 
mit sieben F.-Punkten dritter Ordnung und einer 
festen Kurve sechster Ordnung, welche in diesen 
sieben Punkten Doppelpunkte hat; 
d) eine involutorische Transformation siebzehnter Ord- 
nung mit acht P.-Punkten sechster Ordnung und einer 
festen Kurve neunter Ordnung, welche in den acht 
F.-Punkten dreifache Punkte hat. 
Allerdings sind diese E«su!tate insofern nicht ganz 
allgemein, als Transformationen mit zusammenfallenden F.- 
Punkten von der Betrachtung auszuschließen sind. 

Lüroth (12) hat die Untersuchung der involutorischen 
Verwandtschaften mit dem Problem der Abbildung einer 
(rationalen) Fläche auf eine Ebene in Zusammenhang ge- 
bracht. Ist nämlich eine Fläche so auf eine Ebene abge- 
bildet, daß jedem Punkte der Ebene ein Punkt der Fläche 
entspricht, so wird jedem Punkte der Fläche im allgemeinen 
eine Gruppe von n Punkten der Ebene zugewiesen sein und 
diese Gruppe ist durch irgend einen ihrer Punkte bestimmt. 
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Für n = 2 erbalt man demnach in der Ebene eine involii- 
torische Punkt Verwandtschaft. 

86. Das einfachste und nützlichste Einteilungsprinzip der 
involutorischen Transformationen liefert der von Caporali (6) 
eingeführte Begriff der Klasse einer solchen Transformation. 
Er versteht darunter die Anzahl der Paare entsprechender 
Punkte, die auf irgend einer Geraden liegen. Nehmen wir 
also an, eine involutorische Beziehung w-ten Grades sei von 
der v-ten Klasse und sie besitze eine feste Kurve Ä-ter Ord- 
nung r, so entspricht einer beliebigen Greraden g eine 
Kurve n-ter Ordnung, welche einmal durch die Jt Schnitt- 
punkte vou g mit I' geht, während die übrigen 2,v Schnitt- 
punkte mit g sich paarweise entsprechen. Es ist also 

n = ^ -f 2 v oder lc = n — 2v. 
Da die feste Kurve F durch die Transformation Punkt für 
Punkt in sich selbst übergeführt wird, so muß sie natürlich 
durch eine Anzahl von F.-Punkten gehen. Ist /; die dem 
F.-Punkte A4 in beiden Ebenen entsprechende F.-Kurve 
i-ter Ordnung und geht F durch ^1,- hindurch, so muß Ai 
auch für fi ein vielfacher, etwa «(j-facher Punkt sein, wobei 
natürlich a-uAi—l, Nun entsprechen den Eichtungen durch 
Ai projektiv die einzelnen Punkte von /i (vgl. S. 141), und um- 
gekehrt werden jedem Strahle durch A/, vermöge der i — ocu 
Schnittpunkte, welche er außer Ai mit /v gemein hat, eben- 
soviele Richtungen durch Ai zugewiesen sein. Auch jedem 
Durchgänge von fi durch Ai entspricht eine Richtung durch 
Aj. Der involutorische Charakter der Verwandtschaft be- 
dingt es dann aber, daß auch diese letztere Richtung Tangeute 
eines durch J,- gehenden Astes von f^ sein muß oder mit 
andern Worten; die F.-Kurve geht stets mit einer geraden 
Zahl von Ästen durch den entsprechenden F.-Punkt, wobei 
wir aber die Aste noch nicht berücksichtigt haben, welche 
die feste Kurve F durch Äi hindurehschickt. Einer Tangente 
der Kurve Fin Af entsprechen zwei zusammenfallende Durch- 
gänge von ff, d. h. die F.-Kurve ff berührt F. Geht also 
F durch Ai il,-mal hindurch, so ist a,-,- ^ A,- und femer «,,■ — l 
eine gerade Zahl, 

Damit aber die Kurve F sich selbst entsprechen kann, 
muß man haben 

i2:iJ.-(»-l)()!-2r), 
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wobei die Summe über alle auf F gelegenen F.-Punkte zu 
nehmen ist. 

Eetxaditeo wir ferner eine F.-Kurve fj, so fallen ihre 
Schnittpunkte mit F alle in F.-Punkte; es ist folglich 

wenn wir die Summe für alle auf der F.-Kurve fj gelegenen 
F.-Punkte bilden. 

Das Geschlecht p der festen Kurve /"' wird demnach 

2 j) = (w - 2 r) (n - 2 r - 1) - ^A,-(A( - 1) . 

87. Greifen wir irgend einen beliebigen Punkt P a!s 
Mittelpunkt eines Strahlenbüsehels heraus, so entspricht ihm 
involutorisch ein Büschel von Kurven «-ter Ordnung und 
das Erzeugnis beider Büschel ist eine Kurve von der Ord- 
nung K + 1 ■ Von diesem sondert sich aber die feste Kurve F 
von der Ordnung n -—2v ab, so daß noch eine Kurve Q 
von der Ordnung 2v -\-l übrig bleibt, und in diese haben 
sich die beiden im allgemeinen Falle zu einem Punkte ge- 
hörigen isologen Kurven (vgl. 80.) vereinigt. Alle diese 
Kurven Q bilden wie früher ein Ketz (fi), aber jede dieser 
Kurven wird jetzt durch die Transformation in sieh über- 
geführt. In jedem F.-Punkte i-ter Ordnung Ai muß das 
Gesamterzeugnis einen i-fachen Punkt besitzen. Geht F 
XfOtvX durch denselben, so ist dieser F.-Punkt also noch ein 
(« — A()-f acher für die Kurven Q. Diese besitzen in ihm 
Dia — li feste Tangenten, nämlich die Äste der F.-Kurve, 
welche F nicht berührt, imd außerdem * — a-u variable, von 
der Lage des Punktes F abhängige Tangenten. Da oia^i — l, 
so müssen die Kurven [ß] mindestens einmal durch jeden 
F.-Punkt hindurchgehen. Außerdem enthalten sie auch noch 
die isolierten Koinzidenzpunkte. 

Die zu einem F.-Punkte A- gehörige Kurve Ü wird, da 
jedem Strahle durch A^ eine Kurve von der Ordnung n — i 
entspricht und wiederum die feste Kurve ausscheidet, von 
der Ordnung 2v ~\-l — i. Diese Zahl kann also höchstens 
Null werden, d. h. es ist 

2v --;-)- 1^0. 
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!^im haben wir aber gesehen, daß die höchsten Ordnungs- 
lahlen von F. -Punkten der Beziehung genügten 

)der 



Eb ist dies a!ao auch der größte Wert, den ^ 
kann, unil ans der Boziehmig 



Diese ßezieliung gibt eine Grenze für die Ordnung einer 
Transformation, wenn deren Klasse bekannt ist. Beispiels- 
weise können die Transformationen der ersten Klasse höchstens 
von der achten Ordnung, die der zweiten Klasse höchstens 
von der vierzehnten Ordnung sein usf. Die Transformationen 
von der Klasse Null sind die eingangs erwähnten Perspektiven 
Jon quieres -T ransf orm ationen . 

Die Betrachtung der Kurven [Q] gibt nun die Möglich- 
keit, Transformationen von bestimmten Klassen abzuleiten. 
So müssen für die Transformationen der ersten Klasse die 
Kurven [Q] von der dritten Ordnung sein und durch sieben 
feste Punkte einfach hindurchgehen, welche letztere zum Teil 
F.-Punkte, zum Teil auch isolierte Koinzidenzpunkte der 
Abbildung sein können. ■ Daraus folgt dann aber, daß man 
den einem Punkte P entsprechenden Punkt P' vermittels 
dieses Netzes von Kurven dritter Ordnung auch in folgender 
Weise erhalten kann: alle Kurven des Netzes, die durch P 
hindurchgehen, haben noch einen neunten Punkt P" gemein, 
den letzten Grundpunkt des durch die acht Punkte be- 
stimmten Kurvenbüschels und dies ist der dem Punkte P 
zugeordnete Punkt P' der involutorisohen Beziehung. Unter 
diesem Gesichtspunkte haben schon Geiser (1) und Mili- 
nowsky (3) diese Verwandtschaft studiert. Bertini (8) hat 
dann die Transformationen erster und zweiter Klasse, Marti- 
netti (9, 10) die der dritten und vierten und Berzolari (11) 
die der fünften Klasse mitersueht. 
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Periodische Transformationen, 
88. Die in 82. durchgeführte Betrachtung läßt sich 
sehr wesentlich veraUgemeiuem. Ist eine Ebene, die wir 
als e und gleichzeitig als e' bezeichnen wollen, durch irgend 
eine Cremonasche Transformation auf sich bezogen und 
entspricht einem Punkte Y der Punkt Y' , so können wir 
diesen Punkt Y' wieder als einen Punkt X von e betrachten 
und erhalten einen ihm entsprechenden Punkt X' ; wird 
dieser abermals als ein Punkt Z von e genommen, so ei^bt 
sich ein Punkt Z' usf. Bezeichnen wir den Punkt Y, X' 
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mit Y^ , X', Z mit Y^ usw., so können wir aus dem beUebigea 
Punkte Y durch j'-malige Anwendung der gegebenen Trans- 
formation, welche von s zu e' führt, eine Gruppe von 

V Punkten Y^, Y^.,.fYy ableiten. Man kann nun die Frage 
aufwerfen: Gibt es in der gegebenen Transformation Punkte 

Y von der Eigenschaft, daß Y, mit Y zusammenfällt? 
S. Kantor hat [(12) auf S. 165J nachgewiesen, daß eine 
alJgemöine Transformation w-ten Grades noch eine endliche 
Zahl solcher Zyklen von v Punkten besitzt. Die Betrachtung 

entspricht der für »■ = 2 durchgeführten, welche die ^ 

involutorischen Punktpaare lieferte. Es zeigt sieh, daß eine 
Cremonasche Transformation w-ten Grades \n{n — 1) {w+ 1) 
Zyklen von drei Punkten dieser Art, ^m^(w — 1) (n + 1) 
zyklische Quadrupel enthält usf. 

Allgemeiner betrachtet werden irgend ein Punkt Y und 
der zugehörige Y^ entsprechende Punkte einer Transforma- 
tion vom Grade W sein, deren P.-Punkte sich leicht au- 
geben lassen, und für weiche die erwähnten Zyklen Ko- 
inzidenzpunkte liefern. Ist T die gegebene Transformation, 
so wird die zwischen Y und Y, bestehende Verwandtschaft 
symboMsoh durch T'' zu bezeichnen sein. Dann entsteht 
aber weiter die Frage: Gibt es Transformationen, für welche 
durchweg Tmit Y^ zusammenfällt. Die Transformation T' 
muß unter dieser Voraussetzung in eine Identität übei^ehen, 
die wir etwa durch y = 1 darstellen können. Eine solche 
Transformation führt also jeden Punkt der Ebene nach 
r-maliger Anwendung in seine ursprüngliche Lage zurück und 
sie soll eine periodische heißen. Die Betrachtung dieser 
Transformationen greift vielfach in das Gebiet der Gruppen- 
theorie über, so daß es auch fär eine nur oberflächliche 
Orientierung nötig erscheint, einige zur Verwendung kom- 
mende Definitionen hier anzufügen. 

Ist eine endliche Zahl von Operationen gegeben von 
der Eigenschaft, daß je zwei dieser Operationen hintereinander 
angewandt wiederum eine der gegebenen Operationen liefern, 
so sagt man, die gegebenen Operationen bilden eine end- 
liche Gruppe. 

Ein Beispiel dafür bilden die periodischen Transforma- 
tionen. Denn ist eine Transformation T periodisch mit dem 
Indes)., SO!' daß also yv = i, so hat man in T^, T\..., T' 
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solche endliehe Gruppe von Operationen, die übrigens 

zyklische heißt wegen des besonderen Umstandes, daß 
hier immer die gleiche Operation wiederholt wird. 

89. Die Aufgabe, alle periodischen, ein deutig- um kehr- 
baren Transformationen zu bestimmen, ist, so formuliert, noch 
zu allgemein. Vielmehr führen erst folgende Betrachtungen 
zu einer Einteilung der periodischen Transformationen. 

Sind S und T ii^end zwei Transformationen und be- 
zeichnen wir mit 

ST 

diejenige Tian'-tormition, welche man erhalt wenn man zu- 
erst S und dann T ausfuhrt so ist diese Ti an^tormation 
im allgememen verschieden \on der Tnnhformation TS, bei 
welcher zuerst T und darnach b au'.gefuhrt wird Liefern 
abei diese beiden TrinsformatiDnen dio gleiche Resultat, 
ist ilso 

sr^Ts 

so heißen die beiden Transformationen \ eitauschbar. 

Gehen wir nun von zwei nicht vertauschbaren Trans- 
formationen S und Taus und bezeichnen mit S"'- die zu Sin- 
verse Transformation, welche mit S zusammen die Identität 
S- S~'- '^ 1 liefert; bilden wir dann 
(1) T'^S-T-S-^, 

so hat diese Transformation 2" viele Eigenschaften mit der 
Transformation T gemein. Wenn T periodisch ist vom 
Iudex V, so daß T^^l, ao gilt das gleiche auch von T' , 
d. h. es ist auch 2"" = 1 . Bilden die Transformationen 

T^, T^, ..., Tr 

eine endliche Gruppe, so haben auch die Transformationen 

ST^S-^, S^gS-S ..., STrS-^ 

diese Eigenschaft. Besteht zwischen zwei Transformationen 
T und 2" eine Beziehung (1) , läßt sieh also eine derartige 
Transformation S angeben, so heißen die beiden Trans- 
formationen T und 2" birational äquivalent oder auch 
ähnlich oder gleichberechtigt (isomorph). Alle auf 
diese Weise aus einer gegebenen Transformation abzuleiten- 
den äquivalenten Transformationen kann man als zu einer 
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„Klasse" gehörig betrachten und die Frage nach den periodi- 
schen TransformatioQen ist zurückgeführt auf die andere, 
jede solche Klasse durch eine einfache Normalform (Typus) 
zu charakterisieren, wobei dann alle Transformationen der 
einen Klasse zu jeder Transformation jeder andern Klasse 
nicht äquivalent sind. 

Abgesehen von einigen Ansätzen, die sich schon bei 
Hirst [(12) auf S. 50] finden, hat 8. Kantor die Klassen der 
periodischen Transformationen aufgestellt. Es zeigt sieb, daß 
sieh alle periodischen birationalen Transformationen durch 
sukzessive quadratische Transformationen reduzieren lassen 
auf folgende Typen: 

a) Periodische Kollineationen; 

b) Jonquiöres-Transformationen, deren {n — l)-fache 
Punkte sich vereinigt haben; 

c) Gewisse quadratische und einige höhere Transforma- 
tionen, im ganzen 28 einzelne Typen. 

Endliche Gruppen von Cremonaschen 
Transformationen. 



lO. Allgemeiner kai 



die Cremonaschen Transformationen in „endliehe Gruppi 



zusammenfassen lassen, so daß 
Gruppe an gehörige Transtbrniati 



wieder eine in der Gruppe vorhandene Transformation liefern. 



Berücksichtigt man dabei voi 



iberhaupt untersuchen, ob sich 



also irgend zwei einer solchen 
Ionen nacheinander angewandt 



allem die Ordnung der t 



zelnen Transformationen, so wird man zunächst nach endliehen 
Gruppen von Transformationen gleicher Ordnung fragen. 
So bestimmte Autonne die endlichen Gruppen quadra- 
tischer Transformationen und unterschied drei Typen der- 
selben. Weiter bat er die aus kubischen Transformationen 
zusammengesetzten Gruppen untersucht, wobei allerdings 
vorausgesetzt wird, daß bei keiner der auftretenden Trans- 
formationen unendlich nahe F.-Punkte auftreten und daß 
femer die Doppelpunkte aller Transformationen einer Gruppe 
zusammenfallen. Andererseits ermittelte S. Kantor ebenso 
wie für die periodischen Transformationen unter Benutzung 
des Begriffes „äquivalenter Transformationen" die „Typen" von 
endlichen Gruppen birationaler Transformationen. Wiman 
knüpfte an Kantors Arbeiten an und berichtigte sie in vielen 
Pimkten. Er spricht als Gesamtergebnis folgenden Satz 

Doohlemann, Geometvisclie Transformationen. II. 12 
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aus; Jede endliche Gruppe von birationaien Transformationen 
ist äquivalent entweder 

a) einer Gruppe von KoUinentionen oder 

b) einer Gruppe von Jonquiä res sehen Transformationen, 
bei welcher ein Strahlenbüscliel in sieli übergeführt 
wird, oder 

e) einer Gruppe quadratischer Transforraationen, bei 
welcher zwei Strablenbüschel zusammen invariant 
bleiben, oder 

d) einer Gruppe, bei welcher ein System von Kurven 
dritter Ordnung mit bzw. 3, i, 5, 6, 7 festen Punkten 
in sich übergeht, oder 

e) einer Gruppe, bei welcher ein System von Kurven 
sechster Ordnung mit acht festen Doppelpunkten in- 
variant bleibt. 

Kontinuierliche Gruppen von Cremonaachen 

Transformationen. 
91. Die bisher betrachteten Gruppen bestanden je 
aus einer endlichen Anzahl diskreter Operationen, die nicht 
stetig ineinander übergeführt werden konnten. Wir wollen 
nun noch Gruppen einer andern Art betrachten, die von 
unendlich vielen, in stetiger Folge sich aneinanderreihenden 
Operationen gebildet werden. Sind die Gleichungen 

(2) x'i^ fi{Xj^, x^, . . ., Xa, a^, a^, . . ., a,-) 

(i=l, 2, ..., n) 
gegeben, wo die /( bekannte (im aUgemeiusten Falle ana- 
lytische) Funktionen der Variabein Xj^, x^, . . ., ic„ und der 
r willkürliehen Parameter a^, a^, • . . , o,- sind , so wird da- 
durch eine Schar von Transformationen bestimmt; für n — 3 
können wir uns beispielsweise darunter eine Punkt Verwandt- 
schaft zwischen zwei. Ebenen vorstellen. Wenden wir auf 
den Punkt x'i nochmals die gleiche Transformation an, indem 
wir den Parametern ßj , ,,,, «,. die Werte J^, ...,h,. bei- 
legen, so wird 

(3) Xi'==fi{x[, x'^, - ■ ■, xi, \, 63, , &,.) 

-f,[h(x,ä),f,{x,a)....Ux,a),\, i,, .,,.S,] 
(i-l, 2, ...»). 
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Es kann nun der Fall eintreten, daß dieser Ausdruck, der 
das Eesultat der Elimination der Größen x'i aus den Gleichungen 
(2) und (3) vorstellt, wieder die Form der ursprünglichen Trans- 
formation (2) annimmt, so daß also 

(4) x'i =fi{Xi,X^,..., Xu, Ci , c^, . . ., c,.) , (i = 1, 2, . . .) 
wo die Ci,C2, . . ., c,- bloß Punktionen der «( und 6^ . Dann er- 
geben je zwei Traasforraationen der Schar (2) nacheinander 
ausgeführt eine Transformation, die ebenfalls der Schar an- 
gehört, oder mit andern Worten: die Schal- (2) von Trans- 
iformationen bildet eine „Gruppe". Diese heißt weiter eine 
kontinuierliche, wenn.es möglieh ist, zu jeder Trans- 
formation der Gruppe andere der Gruppe angehörige Trans- 
formationen anzugeben, welehe von der ersten Transformation 
nur unendlich wenig verschieden sind, und wenn die Gesamtheit 
der in der Gruppe enthaltenen Transformationen durch einzelne 
(diskrete) Transformationen nicht erschöpft wird. Sophus 
Die nennt in seinem grundlegenden Werke: .Theorie der 
Transformationsgruppen, Leipzig 1888, die so defmierte 
Schar (2) überdies eine endliche, kontinuierliche Traos- 
formationsgruppe, wobei er also den Ausdruck endlich im 
andern Sinne nimmt, als er oben S. 175 benutzt wurde, 
weil er diese Gruppen von den unendlichen kontinuier- 
lichen Gruppen unterscheidet, welch letztere nicht durch 
Gleichungen von der Form (2) definiert werden können. 

Ein Beispiel einer solchen kontinuierlichen Gruppe haben 
wir bereits früher (G. T. I. 51. S. 83) in den linearen Trans- 
formationen kennen gelernt, welche die projektive Beziehung 
eines Grundgebildes erster Stufe darstellten. Auch die Kreis- 
verwandtschaften, die ja nach 51. ebenfalls in der Form 
einer linear gebrochenen Substitution erscheinen, besitzen des- 
wegen die Giruppeneigenschaft. Die Bestimmung der Cremona- 
schen Transformationen, welche kontinuierliche Gruppen bilden, 
hat Enriques durchgeführt. Es sind lediglich die bei den 
endlichen Gruppen 8. 178 unter a), b) und c) genannten Typen. 

Näher auf diese Untersuchungen einzugehen, ist nicht 
möglieh. Wir verweisen auf Fano: Über Gruppen, ins- 
besondere kontinuierliche Gruppen von Cremona-Transforma- 
tionen der Ebene und des Raumes. Vortrag, gehalten auf 
dem internationalen Mathematikerkongreß in Zürich den 
10. August 1897. Jlonatshefte für Math, und Phys. 9. Jahrg. 
1898. 8. 17-29. 
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II. Absclmitt. 

Die birationalen Transformationen im Ranme. 

V. Kapitel. 

Quadratisch verwandte Systeme allgemeiner Art 

§ 20. Die Ti-ansformatioii zweiten Grades. 

Geometrische Erzeugung. 
92. Indem wir nun zu den höheren, d. h. nicht linearen 
Verwandtschaften im Räume übei^hen, wollen wir wieder 
zunächst die einfachsten derartigen Transformationen ins 
Auge fassen, nämlich solche, die lediglich mittels kollinearer 
und reziproker Beziehungen erzeugt werden können. Ein der- 
artiges Beispiel liefert folgende für die Ebene schon in 13, 
S. 27 erwähnte Konstruktion: 

Zwei räumlichen Systeme ^ und .2" seien re- 
ziprok aufeinander bezogen; außerdem ist zwischen 
einem Bündel S von 2" und einem Bündel S' von 2" 
eine kol lineare Beziehung hei^estellt. Irgend ein 
Punkt P von 2 bestimmt mit S verbunden einen 
Strahl p , dem in yS' ein Strakl p' entspricht. In 
der reziproken Beziehung ist dem Punkte P eine 
Ebene tz' zugeordnet. Den Schnittpunkt P' von p' 
und ji' weisen wir dem Punkte P zu. 
Die Eigenschaften der dadurch definierten Punktver- 
wandtschaft zu ermitteln, fällt nicht schwer. Offenbar ge- 
langt man unter Anwendung der entsprechenden Konstruk- 
tion auch umgekehrt von P' zu P, da dem Punkte P' der 
Ebene n' eine durch P gehende Ebene entspricht. Läßt 
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man ferner den Punkt P sich auf einer beliebigen Ebene e 
bewegen, so beacbreibt die zugebörige Ebene n' ein Bündel 
um den Punkt E' , welcber der Ebene t zugeordnet ist und 
dieser Ebenenbiindel ist reziprok auf den Bündel der Strahlen j>' 
bezogen. Naeb bekannten Sätzen erzeugen dann aber diese 
beiden Bündel eine Fläche zweiter Ordnung, die auch durch 
8' ond ly hindurchgeht. Ganz in der gleichen Weise ent- 
aprechen den Ebenen von S' im Räume S Flächen zweiter 
Ordnung durch iS. 

Gehen wir nmi dazu über, die singulären Elemente 
in beiden Räumen aufzusuchen. Zunächst sind S und 8' 
ausgezeichnete Punkte. Entsprechen ihnen nämlich bzw. die 
Ebenen o' und o in der Korrelation, so muß man dem 
Punkte P, wenn er nach S fällt, alle Punkte von o' zu- 
ordnen und ebenso dem Punkte S' alle Punkte von o . Ge- 
nauer läßt sich der Zusammenhang wie folgt formulieren: 
Nähert sich ein Punkt P auf einem Strahle p dem Punkte S 
mehr und mehr, so fallt der ihm entsprechende Punkt J" 
im Grenzfalle mit dem Punkte zusammen, in welchem der 
in der kollinearen Beziehung der Bündel entsprechende 
Strahl p' die Ebene ji' schneidet. Den zu S' unendlich be- 
nachbarten Punkten sind in ähnlicher Weise die Punkte von o 
zugewiesen. 

Eine Ausnahme tritt ferner ein, wenn der zu einem 
Punkte F gehörige Strahl p' ganz in der Ebene n' liegt, 
die dem Punkte P entspricht: denn dann ist diesem Punkte 
dieser ganze Strahl zuzuordnen. Damit dies möglich wird, 
muß die Ebene n' jedenfalls durch S' hindurchgehen, also 
niuß ein solcher Punkt in der Ebene o von S gelegen sein. 
Lassen wir demnach einen Punkt X sich in der Ebene o 
bewegen, so beschreibt die entsprechende Ebene |' den 
Ebenenbündel S' und der dem Verbindungsstrahl SX oder x 
entsprechende Strahl x' des Bündels jS' einen auf den Ebeuen- 
bündel ^' reziprok bezogenen Strahlenbündel. Dann gibt es 
aber (G. T. 1. 113.) einen Kegel zweiter Ordnung von Strahlen, 
deren entsprechende Ebenen durch sie hindurchgehen und 
diesem Kegel entspricht in o ein Kegelschnitt /c^; jedem 
Punkte K von Ti* ist eine Erzeugende des genannten Kegels 
zugeordnet. Dieser schneidet ferner aus der Ebene o' einen 
Kegelschnitt h'^ aus, dessen Punkte, wie leicht zu ersehen, 
im Räume S' die Eigenschaft besitzen, daß ihnen Gerade 
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in JS entsprechen. Bezeichnen wir die ausgezeichneten Ele- 
mente wieder als Fundamentalsysteme, so iiönnen wir zu- 
sammenfassend bemerken: 

Im Räume 2' bilden der Punkt S, die Ebene a, 
der Kegelschnitt k^ und der k^ aus S projizierende 
Kegel zweiter Ordnung (S^^) das Fundamentalsyatem, 
ebenso in 2'' die analogen Gebilde jS", o', ¥^ (S'h'^). 
Den Punkten S und S' sind die sämtlichen Punkte von 
o' bzw. ö zugeordnet. Die Kegel (Sk^) und {S'k'^) 
entsprechen einander Strahl für Strahl in der kol- 
linearen Beziehung der Bündel 8 und S' . Sind ( 
und V zwei einander entsprechende Erzeugende 
dieser Kegel, L und L' die Punkte, in denen sie 
den Kegelschnitten k^ und 7c' ^ begegnen, so ent- 
sprechen dem Punkte X alle Punkte von l' , jedem 
andern Punkte von l entspricht der Punkt L' . 

Das Bild einer Ebene und einer Geraden. 

93. Eine beliebige Ebene s von 2 trifft alle Erzeugenden 
des Kegels {8h^), also enthält die entsprechende Fläche 
zweiter Ordnung in .S" den F. -Kegelschnitt k'^; die Ebene s 
schneidet femer die Ebene a in einer Geraden m, welche 
mit Jc^ zwei Punkte gemein hat. Die entsprechende Fläche 
zweiter Ordnung geht deswegen durch S' und hat in S' 
digenige Ebene zur Tangentialebene, welche der Ebene (Sm) 
im Bündel S' entspricht und diejenigen beiden Geraden zu 
Erzeugenden, welche den Schnittpunkten von e mit k^ ent- 
sprechen. Die Fläche ist demnach eine geradlinige oder nicht, 
je nachdem diese Schnittpunkte von m mit k^ reell oder 
imagmär sind. Berührt die Ebene e den Kegelschnitt 1s- 
in einem Punkte P, so tritt der Ubergangsfall ein: es ver- 
einigen sich zwei Erzeugende der P'läche zweiter Ordnung 
und diese wird also ein Kegel, dessen Spitze auf dem Strahle 
des Bündels 5" liegt, der dem Strahle SP entspricht. In 
der Tat wird jede durch P in e gezogene Gerade durch die 
Transformation wieder in eine Gerade übergeführt, wie wir 
weiter unten noch näher zu erörtern haben. 

Dem i3o3-fachen System der Ebenen von Z entspricht 
mithin das System der Flächen zweiter Oidnung, welche 
durch jS' und k"^ gehen, und analog bilden S und ft^ die 
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festen Elemente für alle Flächen zweiter Ordnung, in welche 
die Ebenen von Z' übei^ehen. 

Ii^nd drei Ebenen von Z schneiden sich in einem 
Punkte F und die drei entsprechenden Flachen zweiter Ord- 
nung in S' haben, wie man auch direkt zeigen kann, einen 
Punkt, nämlich den entsprechenden P' gemeinsam. 

Einer beliebten Geraden g \d. 2 , welche wir uns als 
Schnittlinie zweier Ebenen bestimmt denken, entspricht der 
bewegliehe Durchschnitt der beiden zugehörigen Flächen 
zweiter Ordnung, also ein Kegelschnitt Kg, da beide Flächen 
ja den Kegelschnitt h'^ gemein haben. Dieser Kegelschnitt 
gehört ganz der Ebene an, welche im Bündel jS" der Ebene {ßg) 
entspriclit, und er trifft k"^ in zwei Punkten. Diese ent^ 
sprechen den Mantellinien des Kegels (SÄ^) , welche die Ge- 
rade g treffen. Die Gerade g hat ferner mit der Ebene o 
einen Punkt T gemein; folglich geht K^ durch S' hindurch; 
dem Strahl 8T oder t entspricht ferner im Bündel S' ein 
Strahl t' , die Tangente an ^; in S'. 

Trifft die Gerade g den Kegelschnitt h^ , so scheidet die 
dem Schnittpunkte zugewiesene Erzeugende des Kegels {S'Ä:' 2) 
aus und wir erhalten als Bild von (/ wieder eine Gerade g' 
in Z' , welche ihrerseits mit h'^ einen Punkt gemein hat. 

Liegt g in der Ebene o, so entsprechen ihren beiden 
Schnittpunkten mit k^ zwei Erzeugende des Kegels (S'ft'^), 
den übrigen Punkten von g ist der Punkt S' zugewiesen. 

Das Bild einer beliebigen Fläche und einer 
beliebigen ßaumkurve. 

94. Denlien wir uns jetzt eine Fläche M-ter Ordnung f 
im Räume 2 gegeben, welche — um gleich den allgemeinsten 
Fall zu erledigen — r-mal durch den Kegelschnitt Ä' hin- 
durchgeht und im Punkte S einen /i-fachen Knotenpunkt 
hat. Um ihr Bild f in 2' zu untersuchen, wählen wir 
ii^nd eine Gerade g' in 2". Der Ebene {S'g') entspricht 
dann eine gewisse Ebene durch S und in dieser liegt der 
Kegelschnitt, in den g' übergeht; derselbe enthält S und 
trifft h^ in den Punkten L und M, welche den Schnittgeraden 
der Ebene {S'g'} mit dem Kegel {S'k'^) entsprechen. Von der 
Fläche f liegt in der Ebene dieses Kegelschnittes eine Kurve 
m-ter Ordnung C"", weiche durch S ß-vaal, durch die Punktei 
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mid M ']& r-mal hindurchgeht. So viele Schnittpankte, die 
nicht dem F.-Systeme angehören, dieser Kegelschnitt mit 
der ö,u gemein hat, ebensoviel Schnittpunkte mit f 
liefert die Gerade g' , Die Anzahl dieser Punkte ist aber 
2m — fi — 2v und diea ist die Ordnung m' von f , also 

(1) m' = 2 m — /i — 2 r . 

Es möge nun /' den Kegelschnitt ft' ^ als »-fache Kui've ent- 
halten und in S' einen ^'-fachen Knotenpunkt besitzen, dann 
lassen sich v' und /t' in folgender Weise ermitteln: der 
Strahl SL schneidet f in m — fi — v Punkten, welche nicht 
dem F.-Systeme angehören, und denen also stets ein be- 
stimmter Punkt L' von k'^ entspricht: es ist mithin 

(2) v'^m~/^-v. 

Ferner trifft die Verbindungslinie LM die C'" in m — 2v 
Punkten, die außerhalb L und M liegen, also hat die der 
Kurve C™ in .Z" entsprechende Kurve in S' einen {m — 2 t')- 
fachen Punkt, d. h. es ist 

(3) fj.' ==7n — 2v . 

Die Fläche f schneidet die Ebene des Kegelschnittes k^ 
außer in k^ noch in einer Kurve von der Ordnung m^2v, 
der in 2' ein Kegel von der gleichen Ordnung entspricht. 
Dessen Erzeugende haben m — 2 1- + 1 konsekutive Punkte 
in S' mit der Fläche gemein; derselbe ist daher der Tangential- 
kegel im (m — 2 j')-fachefl Punkte S' die Fläche f . 

Der Kegelschnitt k^ hat weiter mit der Fläche f nocli 
2{m — 2r) Punkte gemein; die diesen entsprechenden Strahlen 
durch S' gehören der Flache f ganz an und durch sie geht 
auch der Tangentialkegel des Punktes 8'. 

Beispielsweise entspricht einer Fläche f"' von der Ord- 
nung m, welche weder iS noch k^ enthält, eine Fläche f^"' 
von der Ordnung 2m, welche in S' einen m-fachen Pimkt 
bat und k'^ als m-fache Kurve enthält. 

BeiTihrt die Fläche f"' den Kegelschnitt k^ , so können 
wir uns die Flache in der Nachbarschaft des Berührungs- 
punktes durch ihre Tangentialebene ersetzt denken, der nach 
dem obigen ein Kegel entspricht. Auf diese Weise erkennt 
man, daß das Bild der Fläche f''" in diesem Falle außer in 
j8" noch einen weiteren Knotenpunkt besitzt. 
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Nehmen wir als Beispiel eine Fläche zweiter Ordnung 
in ^, welche /c^ doppelt berührt, so entspricht ihr in 2' 
eine Fläche vierter Ordnung mit drei Knotenpunkten, von 
denen einer in S' gelegen ist; der Kegelschnitt k'^ ist für 
sie eine Doppelkurve; durch S' gehen vier Gerade auf der 
Fläche. 

Gehen wir dagegen aus von einer Fläche zweiter Ord- 
nung, welche durch S hindurchgeht, aber nicht durch fc^ , so 
ist ihr Bild eine Fläche dritter Ordnung, welche /c'* einfach 
enthält und in S' einen Knotenpunkt besitzt. Die Fläche 
zweiter Ordnung besitzt zwei Erzeugende, die durch S hin- 
durchgehen, Sie transformieren sich in Erzeugende der Fläche 
dritter Ordnung durch jS" . Die übrigen vier Erzeugenden 
der Fläche dritter Ordnung durch 8' entsprechen den vier 
Schnittpunkten von k^ mit der Fläche zweiter Ordnung. 

Ist eine beliebige Raumkurve B von der ^ten Ordnung 
in 2 gegeben, welche «-mal durch S gehen und mit k^ 
X Schnittpunkte gemein hat, so möge die ihr entsprechende 
ßaumkurve JJ' in S' von der Ordnung p' sein, «'-mal durch 
8' gehen und /c'* A'-mal treffen. Da einer Ebene in 2' im 
ersten Eaume eine Fläche zweiter Ordnung durch 8' und k^ 
entspricht, so hat diese Ebene offenbar ^j) — % — l Punkte 
mit R' gemein, d. h. man hat 



(4) y = 2i*->(-,!. 

Femer schneidet iE den Kegel (S^^) \x\2p — 'An — l. Punkten, 
welche nicht dem F,-Syeteme angehören, also ist 

(5) x' = 'l]) — 1y.-l. 

Da endlich H die Ebene von Ä^ in jj — X nicht auf ft^ ge- 
legenen Punkten trifft, so ist 

(6) A'=i>-;.. 

Speziell entspricht einer Raumkurve ß-ter Ordnung _R?, welche 
weder 8 enthält noch k^ schneidet, eine Raumkurve 2_p'-ter 
Ordnung iJ'^P, welche durch 8' ^mal hindurchgeht und dem 
Kegelschnitt k'^ in 2jJ Punkten begegnet. Sie wird demnach 
aus S' durch einen Kegel von der Ordnung ji projiziert, der 
dem Kegel entspricht, welcher von 8 aus nach J(? geht. 
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Die Formeln für die Transformation. 
95. Um nun auch die analytische Darstellung dieser 
Transformation zu gewinnen, wählen wir in 2! sowie in 2" 
je ein Koorditiaten-Tetraeder iind die Ecken a^ = , a^ = , 
Xg = bzw. xl = 0, X2 = ö, Xs = mögen als Bundelmittel- 
punkte S bzw. S' genommen werden. Die kolUneare Beziehung 
diese Bündel sei gegeben durch die Gleichungen 

oder 

(7) Xi : a.'.j : xi, ~ x^ : x^ : x^ . 

Die reziproke Beziehung von 2 und 2' geben wir uns durch 
die Gleichungen 

(8) ^/ = ffla^ + %3^z+««*s+ÖM*4. (« = 1,2,3,4) 
Ulis denen sich die anderen ei^ben: 

(9) ^^ = «ijiCi + thiXi + «g^iCa -\- a^iXi . (i = 1, 2, 3, 4) 

Irgend ein Punkt mit den Koordinaten X, bestimmt 
einen Strahl im Bündel S, der gegeben sei durch die Glei- 
chungen 

X, X. , X, X, 

-^= ^ und -^ = ^— . 

X2 X^ 3?a ^ Aß 

Sein entsprechender im Bündel S' wird dann: 

X2 -'^ Xg _:X.g 

Außerdem ist dem Punkte X^ die Ebene zugewiesen: 
(11) Aa:i + Bx;+ Cx^ + Dxi^O, 

wobei 

A = «n X^ 4-.f(si X^ + \^ X, + 041 X^ 
B = a,i X, + «32 X, + a,^ X., + a^^ X, 

C = ßgj Xj + f^S ^2 + ^HS -^S + ''«4 ^1 
I) = «„ Xi 4- «43 Xs: + «43 ^3 + %< -^4 ■ 

Der Schnittpunkt des Strahles (10} mit der Ebcrc (11) ist der 
dem Punkte X, entsprechende Punkt X- . Schreiben -wir 
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doi' Kürze wegen statt der X; die Xi, so erhalten wir die 
Formeln: 

( ^1 = ^2 = ^3 = ^4 = ~Dx^ : —Dx^ : —Dx^ 

\ :{AXi^ + Bx^ + Gx^). 

Diese vereinfachen sich noch, wenn wir annehmen, daß dem 
Punkte S oder 3:^ = 0, x^='0, a;^ = die Ebene x'^ = 
entspricht und dem Pnnkte S' oder x[ = (i, a:.J = , a;J = Ü 
(iie Ebene x^=(). Denn dann muß sein: 

«14 = «24 = ^(4 = 

und 

also 

ö = »443:4 = —kx^ . 

Die Gleichungen (12) gehen dann aber in die folgenden über: 






(13) x[ '. X2 : xi : xi = x^ x^ : x^ x,i 

wobei (p ein allgemeiner Auadrnck zweiten Grades in x^ , 
Xg , x^. Ebenso erhalten wir 

MA^ ,,,,,, <p{^i^i.^i) 

(14) X, ; x^ : Xa : X, = x,x, : x«xi : xix, ; 5 , 

• ' 1-^31 142iJ4 ^ 

wobei <p der gleiche quadratische Ausdruck in den xl ist. 
Die Substitution ist also in der Tat eine quadratische. Die 
Kegelschnitte Ä^ und h'^ sind gegeben durch 

rp {x^ , x^i , Xs) = f) , «4 = bzw. <p {x[ , a;^ , a^g) = a:^ = . 

Der quadratische Ausdrack stellt den Kegel {Sh^) bzw. 
(S'k"") vor. Es ist nicht schwer, nun auch analytisch die 
abgeleiteten Kesultate zu bestätigen. 

Koinzidenzpunkte und involutorisehe Punktpaare. 
96. Die Koinzidenzpunkte der Transformation lassen 
f^ioh auf Grund der gegebenen Erzeugung in einfacher Weise 
ermitteln. Sucht man zunächst in den kollinearen Bündeln 
solche entsprechende Strahlen auf, die sich tchneiden, so er- 
füllen die Schnittpunkte dieser Strahlen eine durch S und S' 
gehende Raumkurve dritter Ordnung H^ . Denn ii^end eine 
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Ebene scbneidet aus den beiden Bündeln kollineare Felder 
aus, welche drei Doppelpunkte besitzen, die in dieser Ebene 
gelegenen Punkte der Raumkurve, Außerdem bestimmt die 
Korrelation eine Kerniläche Fp (G. T. 1. 178.) als Ort alier 
Punkte des einen oder andern Systems, deren entsprechende 
Ebenen durch sie hindurchgehen. Die Raumkurve B,^ schneidet 
aber aus der Fläche zweiter Ordnung F^ sechs Punkte aus, 
die offenbar mit ihren entsprechenden sich decken und dies 
sind im aligemeinen Falie die einzigen Koinzideuzpunkte der 
Tran sf orm ation. 

Um weiter die Frage zu entscheiden, ob diese Trans- 
formation ein sich involutorisch entsprechendes Punktpaar 
enthält, können wir eine Untersuchung durchführen, die der 
für ebene Systeme {vgl. 81.) entspricht. Betrachten mr einen 
Strahl des Bündels iS als zu .Z und Z' gehörig und be- 
zeichnen ihn dementsprechend mit a und 6', so entsprechen 
ihm in der quadratischen "Verwandtschaft ein Strahl a' 
des Bündels S' und andererseits ein Kegelschnitt -ffy. Wir 
wollen nun zunächst untersuchen, ob es vorkommt, daß a' 
diesen Kegelschnitt -Sj' trifft. 

Lassen wir a einen Strahlenbiischel in einer Ebene x. 
durch S beschreiben, so durchläuft a' einen projektiven 
Strahl enbOschel in der entsprechenden Ebene a' von S' , die 
Kegelschnitte Kif aber erfüllen eine Fläche zweiter Ordnung ipg, , 
welche durch S und Ä^ hindurchgelit, und sie liegen in den 
Ebenen eines Ebenen büschels, dessen Achse der Strahl / ist, 
der dem Verbindungs strahl S'S als /' genommen entspricht. 
Aus der Ebene x' schneidet dieser Ebenenbüsohel einen 
Strahlenbüschel aus, der wiederum projektiv zum Strahlen- 
büschel a' ist, während die Fläche (p„ als Schnitt mit a' 
einen Kegelschnitt K^ liefert. Die beiden in der Ebene a' 
gelegenen Sfcrahlenbüscbel erzeugen aber einen Kegelschnitt, 
der mit K„ vier Schnittpunkte gemein hat. In einem solchen 
begegnen sich alsdann ein Strahl und ein Kegelschnitt, die 
dem gleichen Strahl von S doppelt entsprechen; bezeichnen 
wir also einen solchen Schnittpunkt mit X und gleichzeitig Y' , 
so entsprechen ihm zwei Punkte X' und Y auf dem gleichen 
Strahl des Bündels S. Wird femer S' als Punkt U von 2" 
genommen, so entspricht ihm ein Punkt V und die Ver- 
bindungslinie SU' trifft die Ebene o in einem Punkte, der 
ebenfalls S' entspricht. Wir können daher behaupten: Alle 
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Punkte, deren in beiderlei Sinn entsprechende Punkte auf 
Strahlen durch S liegen, erfüllen eine Raumkurve fünfter 
Ordnung, welche auch durch S und S' hindurchgeht. 

Eine analoge Kurve erhalten wir für den Bündel iS" . 
Soll nun aber zunächst bloß ein einzige;) Punktpaar vor- 
handen sein, das sich involutorisch entspricht, so müßte es 
beiden Eaumkurven angehören. Da aber die beiden Eaum- 
kurven sich im allgemeinen nicht schneiden, so ist ein solches 
Punktpaar auch nicht vorhanden. Es folgt also: 

Die betrachtete quadratische Transformation ent- 
hält sechs Koinzidenzpunkte, aber im allgemeinen 
keine sich involutorisch entsprechenden Punkte. 



§ 21. Spezielle Falle. 

Perspektive Systeme. 

97. Die zahlreichen speziellen Fälle dieser quadratischen 
"Verwandtschaft ergeben sich, wenn wir entweder die kol- 
lineare Beziehung der beiden Bündel oder die reziproke Be- 
ziehung der räumlichen Systeme oder beide gleichzeit^ spezia- 
lisieren. Dabei wollen wir aber einstweilen noch metrische 
Gebilde (Kugel, Kreis) von der Betrachtung ausschließen. 

Setzen wir — um gleich den wichtigsten Fall zu er- 
halten — zunächst voraus, die beiden Bündel S und 8' seien 
kongruent und außerdem konzentrisch in eine solche Lage 
gebracht, daß jeder Strahl sich mit seinem entsprechenden 
deckt, während die Korrelation der räumlichen Systeme eine 
allgemeine bleiben soll. Die Kernfläche F^, derselben wird 
jetzt von jedem Strahl des Bündels S in zwei Punkte ge- 
schnitten, die sich offenbar selbst entsprechen. Sie sind 
gleichzeitig die Doppelpunkte der projektiven Punktreihen, 
die jeder sich selbst entsprechende Strahl des Bündels iS 
trägt. Es tritt in diesem Falle eine ganze Fläche Fp auf, 
deren Punkte sämtlich sieh selbst entsprechen, also eine 
„feste". Fläche. 

Da ferner die beiden Kegel (SJc^) und (S'Ä'^) im all- 
gemeinen Falle sich in der kollinearen Beziehung der Bündel S 
und S' entsprachen, so müssen beide Kegelflächen jetzt in 
eine sich vereinigen, und auf ihr liegen die beiden Kegel- 
schnitte k^ und k'^ . Jedem Punkte eines dieser Kegel- 
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schnitte entspricht die durch ihn hindurchgehende Erzeugt 
folglich gehören k^ und k'^ der festen Fläche der Koinzic 
punkte an und stellen den vollBtändigen Schnitt derselben 
mit dem Kegel zweiter Ordnung dar. Wir können diese 
Systeme als „quadratisch perspektiv" bezeichnen. 

Die allgemeine Inversion. 
98. Machen wir jetzt noch die weitere Annahme, daß 
die reziproke Beziehung eine involutorische sei, daß sie folg- 
lich in die polare Beziehung in bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung p übergeht, so entspricht ii^end einem Punkte P 
derjenige Punkt P', in welchem der Verbindungsstrahl SP 
von der Polarebene des Punktes P in bezug auf p ge- 
schnitten wird. Trifft der Strahl FF' in A und B die 
Fläche p, so sind also A, S, P, F' vier harmonische 
Punkte und man kann, ausgehend von S und p, durch diese 
Eigenschaft allein die Transformation definieren [Geiser (7)], 
Die Beziehung ist jetzt eine involutorische. Die beiden 
Kegelschnitte k^ und /e'^ vereinigen sich in einen einzigen, 
nämlich die Berührungskurve des von 3 aus an /^ gehenden 
Tangentenkegela. "Wir erhalten demnach folgende Erzeugung 
dieser quadratischen Inversion : 

Eine Fläche zweiter Ordnung p ist gegeben und 
ein Punkt S; jedem Punkte P ordnet man denjenigen 
Punkt P' des Strahleu SP zu, der von P durch p 
harmonisch getrennt wird, oder also den Schnitt- 
punkt von SP mit der Polarebene von P in bezug 
auf p . Jedem Punkte der Berühr ungakurve des 
von S aus an p gehenden Tangentenkegels ent- 
spricht der durch ihn gehende Strahl des Bündels 8. 
Jedem Punkte der Ebene der Bevührungskurve ent- 
spricht der Punkt S. Alle Punkte von p ent- 
sprechen sich selbst. 
Man bemerke, daß die Existenz dieser Transformation 
unabhängig davon ist, ob der Punkt S außerhalb oder 
innerhalb der Fläche p liegt. Im letzteren Falle wird 
lediglich der Tangentenkegel von S aus sowie dessen Be- 
riihrungskurve mit f^ ganz imaginär. 

Die Formeln für diese Verwandtschaft sind ganz die 
■ß früher, vgl. S. 187 (13) und (14), nur beziäien sich 
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jetzt die X( und die Wg auf das gleiche F.-Tetraeder. Ffir 
die feste Fläche /'^ erhält mau die Gleichung: 
(15) ^(xj^x^Xg) — h3^ = . 

Weitere spezielle Fälle. 

99. Äudere Spezialisierungen dieaei' Transfoi'mation 
mögen nur kurze Erwähnung finden. So steht es uns z. B. ja 
frei, die beiden Eündel S und S' in perspektiver Lage an- 
zunehmen, also so, dal3 sieh je zwei entsprechende Strahlen 
auf einer Ebene begegnen. Dann erhalten wir im Schnitt 
dieser Ebene mit der Kernfläcbe Fp der Korrelation einen 
von lauter Koinzidenzpunkten gebildeten Kegelschnitt. Außer- 
dem enthält die Verbindungslinie SS' der Biindelmittelpunkte 
in den Schnittpunkten mit F^ noch ein Paar isolierter Ko- 
inzidenzpunkte. Alle Verbindungslinien entsprechender Punkte 
treffen die Gerade SS'. 

Setzen wir dagegen voraus, daß S und S' zusammen- 
fallen, während die Bündel perspektiv liegen, so erhalten 
wir wieder einen Kegelschnitt von Koinzidenzpunkten und 
ein einzelnes Paar. 

Nehmen wir die Bändel konzentrisch, perspektiv und über- 
dies involutorisch, die zugehörige Korrelation aber noch all- 
gemein, so zeichnet sich diese Verwandtschaft dadurch aus, 
daß sie oo^ involutorisehe Punktpaare enthält, die eine Fläche 
dritter Ordnung erfüllen. Denn betrachten wir irgend eine Ge- 
rade (l, m') gleichzeitig als zum einen und zum andern System 
gehörig, so entsprechen ihr zwei Kegelschnitte, welche beide 
in der Ebene liegen, die der Ebene (Sl) involutorisch ent- 
spricht. Beide Kegelschnitte gehen durch S und sind perspektiv 
aufeinander bezogen vermöge des Strahlenbüschels S. In 
ihren übrigen drei Schnittpunkten vereinigen sich also ent- 
sprechende Punkte und diesen sind wieder Punkte auf der 
Geraden l involutorisch zugeordnet, womit die obige Be- 
hauptung erwiesen. Die Fläche dritter Ordnung geht auch 
durch S. Ihre Tangentialebene in S bestimmt sich wie 
folgt: Die beiden Ebenen o und o' schneiden sich in eüier 
Geraden i und die der Ebene (Sf) entsprechende Ebene be- 
rührt in S diese Fläche. 

Verbinden wir endlich die konzentrisch, perspektiv und 
involutorisch gelegenen Bündel S und S' mit einer räum- 
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liehen Polarität, so erlialten wir eine durchweg involutorische 
Verwandtschaft. Auch in diesen drei Transformationen 
treffen die Verbindungslinien entsprechender Punkte sämtlich 
eine feste Gerade, die Achse der Perspektiven Strahlenbönde!. 



§ 22. Die Abbildung der Flüche zweiter Ordnung anf 
eine Ebene. 

Geometrische Herleitung der Abbildung. 

100. Betrachten wir in der allgemeinen Transformation 
zweiten Grades (95.) eine Ebene e in 2* und die ihr in S' 
entsprechende Pläche zweiter Ordnung, so wird diese Fläche 
durch die Transformation eindeutig auf die Ebene abgebildet. 
Den Schnittpunkten von e mit A* entsprechen die zwei durch 
S' gehenden Erzeugenden der Fläche, und damit sind auch 
alle singulären Elemente, in denen die Eindeutigkeit der 
Zuordnung eine Störung erleidet, angegeben. Ohne die 
Allgemeinheit zu schädigen, können wir übrigens statt der 
allgemeinen Transformation zweiten Grades die Perspektive 
(97.) benutzen und eine Ebene und die ihr entsprechende 
Fläche zweiter Ordnung betrachten, die dann durch den 
Strahlen bündel S aufeinander perspektiv bezogen werden. 
Unabhängig von der Eaumtransformation erhalten wir dem- 
nach die Abbildung der Fläche zweiter Ordnung anf die 
Ebene in folgender Weise: 

Auf der Fläche zweiter Ordnung p, welche auf eine 
beliebig gegebene Ebene e abgebildet werden soll, wählen 
wir imendwo einen Punkt S; jeder Strahl durch S schneidet 
die Ebene s in einem Punkte P und die Fläche f^ in P', 
und beide Paukte ordnen wir einander zu. Durch S gehen 
zwei Erzeugende a und 6 von f^, welche in A und B die 
Bildebene treffen (Fig. 49); den Punkten A und B von s 
entsprechen bzw. diese Erzeugenden a und h. 

Auf der f^ liegen femer zwei Systeme von Geraden; die 
Begelschar [a], gebildet von allen Erzeugenden, welche zur 
gleichen Schar wie a gehören, mithin alle die Grerade 6 
treffen, und die Eegelsehar [6] , deren Erzeugende alle au h 
windschief sind, wäkrend sie der Erzeugenden a begegnen. 

Jede Erzeugende «,■ bildet sich demnach in e als eine 
durch B gehende Gerade ab und jede Erzeugende &,■ als ein 
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Strahl &/ durch A. Dem zu A unendlich benachbarten 
Punkte Von &,' oder der Richtung &/ durch A entspricht der 
an a unendlich benachbarte Punkt von 6,-, also die Rich- 
tung bi; überhaupt dem ganzen den Punkt A umgebenden 




Ijg. 49, 

unendlich kleinen Gebiet der längs a sich erstreckende Streifen 
der Fläche /^. Ii^end einem Punkte Z auf der R-Linie AB 
ist der auf SZ au S unendlich benachbart« Punkt zu- 
geordnet, dem Punkte S die ganze F.-Linie AB. 



Die Bilder der auf f^ gelegenen Kegelschnitte. 
JOl. Betrachten wir jetzt irgend einen ebenen Schnitt 
von f^, also einen Kegelschnitt K, so wird derselbe aus 8 
durch einen Kegel zweiter Ordnung projiziert und sein Bild 
in e ist folglich wieder ein Kegelschnitt K', der notwendig 
durch A und S hindurchgehen muß, da K die Erzeugenden a 
und b trifft. Andererseits bildet sich jeder Kegelschnitt von 
E , der die Punkte A und B enthält, wieder in einen Kegel- 
schnitt von f^ ab. Der Schnittkegelschnitt Kq von e und /^ 
entspricht sich Punkt für Punkt selbst, wodurch aUein sich 
diese Abbildung von dem allgemeineren Falle unterscheidet, 
den wir oben als Ausgangspunkt wählten. Eine weitere. 
Eigenschaft des Bildes K' eines Kegelschnittes K ergibt 
sIm, wenn wir uns längs K den berührenden Kegel zweiter 
Ordnung an f^ konstruiert denken, dessen Spitze Q sei. 
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Ermittelii wir auch in den Schnittpunkten von K mit a und i 
die Tangentialebenen an f'', so gehen sie einerseits durch 
die Spitae Q dieses Kegels, andererseits sehneiden sie die 
Bildebene in den Tangenten in Ä und J^ an K.'. Der 
Schnittpunkt Q dieser Tangenten ist aber der Poi der 
Linie AH in bezug auf W und er kann als Zentralprojektion 
der Spitze Q aus S betrachtet werden. Es hat sich dem- 
nach ergeben: 

Bildet man eine Fläche zweiter Ordnung f^ durch 
Zentralprojektion aus irgend einem ihrer Punkte auf 
eine beliebige Ebene ab, so erscheinen alle Kegel- 
schnitte von p im Bilde wieder als Kegelschnitte, 
welche sämtlich durch zwei feste Punkte A und H 
hindurchgehen, die auf dem Schnittkegelschnitt von 
/ä mit der BUdebene gelegen sind. Der Pol eines 
solchen Bildes in bezug auf die Linie AB ergibt 
sieh, wenn man die Spitze des Kegels, der die /'* 
längs des ursprünglichen Kegelschnittes berührt, aus 
dem Zentrum in die Bildebene projiziert. 
Wir haben vorausgesetzt, daß die f^ reelle Gerade ent- 
hält. Ist dies nicht der Fall, so gilt der Satz in der gleichen 
Weise, nur werden die Punkte A und B imaginär, ihre 
VerbindungsUnie bleibt reell. 

Aufgaben und Lehrsätze, die sich auf das oc^-faehe 
System der Kegelschnitte durch zwei feste Punkte beziehen, 
können auf Gtrund dieser Betrachtungen überti-agen werden 
auf das System der Kegelschnitte einer Fläche zweiter Ord- 
nung, die eine Mannigfaltigkeit der gleichen Art vorstellen. 
So wird es z. B, leicht sein, zu den Sätzen über das Kegel- 
sohnittbüschel analoge für die Fläche zweiter Ordnung zu 
finden. 

Baumburven auf der f^ und ihre Bilder. 
102. Namentlich kann diese Abbildung nun dazu dienen, 
die auf einer /^ gelegenen Eaumkurven zu studieren. Denken 
■wir uns irgend eine Eaumkurve »*-ter Ordnung iJ" auf der 
P, so hat sie mit jeder Ebene, also auch mit jeder Tangential- 
ebene der p , n Punkte gemeinsam. Der Schnitt einer Tan- 
gentialebene mit der /^ besteht aber in zwei Erzeugenden, 
ßf und &(, je einer aus jeder Schar, auf denen demnach die 
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« Schnittpunkte gelegen sein müssen. Nehmen wir an, die 
Erzeugende U/ enthalte a , die Erzeugende hs dagegen ß Punkte 
der R" , ■wobei K-\-ß=n. Irgend eine andere Erzeugende ajj 
der Schar \a\ triflit &;, und da auch die Ebene [ükhif im 
ganzen n Punkte der Ji" entliält, ß Punkte aber auf &/ 
liegen, so begegnet mithin auch die Erzeugende tst der iä" 
in Ä Punkten. Es müssen daher überhaupt alle Erzeugen- 
den der Schar \a\ je a und alle Erzeugenden der Schar \b\ 
je ß Schnittpunkte mit der iJ" besitzen. Wir wollen diese 
Kurve durch das Symbol {a, ß) bezeichnen. Natürlich können 
die oi, Punkte auch teilweise imaginär werden, worauf nicht 
weiter ßüeksicht genominen werden soll. Das Bild der 2J" 
in E wird nun eine Kurve w-ter Ordnung sein, welche offen- 
bar «-mal durch den F.-Punkt A und ^-ma! durch B hindurch- 
geht. Andere Schnittpunkte mit der Linie J.B kann dies 
Bild nicht haben, da ja die JJ" auch nicht durch S hindurch- 
ging. Umgekehrt lieterfc eine ebene Kurve dieser Art wieder 
eine Eaumkurve (a, ß) als Original, und da wir die Gleichung 
einer solchen ebenen Kurve ohne weiteres anschreiben können, 
so ist damit die Existenz der Kurve (a, ß) erwiesen. 

Es gelingt auch leicht, die Anzahl der Typen einer J?" 
auf einer f^ zu ermitteln; denn wir haben ja nur abzuzählen, 
wie oft sich die ganze Zahl n in zwei Summanden « und ß 
zerlegen läßt. Daß einer der beiden Summanden Null wird, 
brauchen wh: nicht zu berücksichtigen. Denn ist z. B. a = , 
ß = n, so hat die ebene Kurve M-ter Ordnung in B einen 
«-fachen Punkt, sie muß also in « Gerade durch B zer- 
fallen, und die zugehörige Raumkurve besteht in n Erzeu- 
genden der Schar [«] . Dementsprechend haben wir nur 
ide Fälle ins Auge zu fassen: 

Ä=l, ß=n-\ 



«=Ä, ß =n — h 

CK ^n — 1 , /? = 1. 
Weiter unterscheiden sich aber die zwei ßaumkurven, 
welche durch die Symbole .(/c, n — k) und {n — h, &) gegeben 
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werden, nicht wesentlich, da nur die beiden Regelscharen 
ihre Rolle vertauscht haben. In dem obigen Schema liefern 
also die erste und letzte, die zweite und vorletzte Zeile usf. 
je den gleichen Typus einer M" . Ist n ungerade, so er- 
halten ^vir demnach — - — Typen; für gerade Werte von n 
dagegen tritt in der Mitte des Schemas das Symbol (-^, -^\ 

auf und die Zahl der Typen beträgt ^-^ + 1 = ^ . Es 
folgt also der Sat^;: ^ ^ 

„Die Anzahl der verschiedenen Typen einer Raum- 
kurve »-ter Ordnung auf einer Flache zweiter Ord- 
nung beträgt — ^— für ungerade Werte von n und -— 
für ein gerades n ." 

103. Eine weitere Frage bei der Betrachtung der Raum- 
kurven bezieht sich darauf, welche derselben als vollständiger 
Schnitt zweier Fläehen entstehen. Für die auf einer p ge- 
legenen JJ" können wir dies auf Grund unserer Abbildung 
entscheiden. Denn schneiden wir zunächst die f^ mit einer 
Fläche a-ter Ordnung, so ergibt sich eine Eaumkurve (2a)-ter 
Ordnung vom Typus (a , rx) , und umgekehrt kann eine 
Eaumkurve von diesem Typus als ein derartiger vollständiger 
Schnitt betrachtet werden. 

Liegt aber eine Eaumkurve {a, ß) vor, wo a'> ß, so 
wählen wir oi- ~ ß Erzeugende der Schar [a] behebig aus; 
dann bilden diese zusammen mit der H" eine Kurve vom 
Typus (« , a) und diese kann als voltständiger Schnitt der 
f^ mit einer Fläche a-ter Ordnung betrachtet werden. Es 
ist aber dann unmöglich, daß eine Flache von niedrigerer Ord- 
nung durch die i?" hindurchgeht. Denn auf jeder Erzeugenden «( 
von f^ müssen ä Punkte der ß" liegen, d. b. so viele Schnitt- 
punkte muß diese Erzeugende mit einer durch die W gehen- 
den Fläche mindestens gemein haben. Wir können mithin 
weiter behaupten: 

Eine auf der f^ gelegene Eaumkurve B" vom 
Typus ((X , (x) ist der vollständige Schnitt der p 
mit einer Fläche «-ter Ordnung, eine i?" vom 
Typus {a , ß), wo oc "^ ß , kann nicht als voll- 
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ständiger Schnitt der p und einer andern Flache 
auftreten; erst in Verbindung mit ix — ß ihrer 
«-fachen Sekanten erscheint sie als voll ständiger 
Schnitt mit einer Mäche tx-ter Ordnung, und es 
gibt keine Fläche von niederer Ordnung durch 
die JJ" . 
So sind — um einige Beispiele zu erwähnen — die 
Kurven (1, 1) die Kegelschnitte auf der f^ , (1, 2) oder (2, 1) ist 
das Symbol, welches die Kaumkurven dritter Ordnung auf 
der p liefert, Raumkurven vierter Ordnung erhalten wir 
zweierlei Typen: (2, 2) gibt die Üaumkurve vierter Ordnung 
erster Spezies, welche der Schnitt der p mit einer zweiten 
Fläche zweiter Ordnung ist, also die Basiskurve eines 
Fläehenbüschels; (1, 3) symbolisiert die rationale ßaumkurve 
vierter Ordnung zweiter Spezies. Durch sie geht keine zweite 
Fläche zweiter Ordnung, aber in Verbindung mit zwei Er- 
zeugenden aus der Schar der dreifachen Sehnen gibt sie den 
vollständigen Schnitt der p und einer Fläche dritter Ordnung. 

ßaumkurven durch das Projektionszentrum. 

10*. Unerledigt blieb bisher der Fall, daß eine ßaum- 
kurve auf der p durch das Projektionszentrum S hindurch- 
geht. Solche Kurven erhalten wir, wenn wir in der Bild- 
ebene eine ganz beliebige Kurve zeichnen, welche etwa a-mal 
durch A , ^-mal durch B hindurchgeht und die F.-Linie AB 
noch überdies x-mal trifft, so daß sie also von der Ord- 
nung oi -\- ß -\- X ist. Den a Durchgängen entsprechend hat 
die Erzeugende a dann « und die Erzeugende h analog 
ß Punkte mit der entsprechenden Kaumkurve gemein, wahrend ' 
den X weiteren Schnittpunkten auf AB ebenso viele Durch- 
gänge der ßaumkurve durch S zugeordnet sind. Auf ii^end 
einer Geraden durch A in der Bildebene erhalten wir ferner 
außer A noch ß -{- x Schnittpunkte mit der ebenen Kiure, 
auf einer Geraden durch B oc + x; folglieh muß jede Gerade 
der Schar [b] ß -\- x und jede Erzeugende der Schar [«] 
« + K Punkte der Eaumkurve enthalten; diese ist daher vom 
Typus {a + X, ß + x) und von der Ordnung et + ß + 2x; 
sie hat in S einen «-fachen Punkt und -wird aus ihm mit- 
hin nach bekannten Sätzen durch einen Kegel von der Ord- 
nung Oi -{- ß -j- X projiaiert. 
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So entspricht z. B. einer beliebigen Geraden l der Bild- 
ebene auf der p- ein durcL S hindureligehender Kegelschnitt, 
der in der Ebene (Sl) gelegen ist; ein beliebiger Kegel- 
schnitt der Bildebene, der weder durch Ä noch durch B 
hindurchgeht, liefert auf f^ eine Raumkurve vierter Ordnung 
vom Typus (2, 2), also erster Spezies, welcJie in jS einen 
Doppelpunkt hat. 

Was schließlich die Formeln betrifft, welche die Ab- 
bildung eiaer Fläche zweiter Ordnung auf eine Ebene ver- 
mitteln, so nehmen dieselben die einfachste Form an, wenn 
die Bildebene die Fläche berührt. Doch können wir auf 
deren Ableitung um so mehr verzichten, als sie in unseren 
allgemeinen Transformationsgleichungen enthalten sind. Im 
übrigen verweisen wir auf die Arbeiten von Cayley (5), 
Chasles (6) sowie auf die Darstellung Lindem'anns in 
seinen „Vorlesungen", 2. Bd., 1. Teil, S. 414fF. 

Mit den quadratischen Transformationen der Ebene 
läßt sich diese Abbildung in Verbindung bringen, wenn 
wir die Fläche /^ aus zwei verschiedenen Zentren S und S^ 
auf die gleiche Ebene abbilden und die beiden Bilder F' 
uud Pf des gleichen Punktes P von f^ einander zuordnen. 
Die dadurch entstehende Transformation in der Bildebene 
ist offenbar eine quadratische. Treffen die durch S" gehen- 
den Erzeugenden a und h von p in A und B, die durch 
S^ gehenden Erzeugenden ß^ und bi aber in A^ und B^ die 
Bildebene, so schneiden sieh AB^ und A^B in demjenigen 
Punkte, in welchem die Verbindungslinie SS^ der Bildebene 
begegnet. Bezeichnen wir ihn mit C und gleichzeitig mit C^ , 
so sind ABC und ÄiBiC^ die F.-Dreiecke der entstehenden 
quadratischen Verwandte chaft. Sie enthält den Schnittkegel- 
echnitt K^, von e und f^ als feste Kurve, ist also von der 
L Art, die wir in 21,, S. 39 besprochen haben. 



Die allgemeine stereographische Projektion. 

105. Statt die Bildebene ganz beliebig anzunehmen, können 
wir sie auch parallel zur Tangentialebene der f^ im Punkte S 
wählen, Ist p eine Mittelpunktsfläche, so ist es weiter mög- 
lich, daß e die p ebenfalls berührt. Wir haben nur den 
durch S gehenden Durchmesser von p zu ermitteln und die 
Tangentialebene in seinem zweiten Schnittpunkte als Bild- 
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ebene zu benutzeu. Die iu diesem letzteren Palle entstehende 
Abbildung soll als „allgemeine" stereographische Pro- 
j ektion bezeichnet werden (vgl. § 26 S. 223). Die Punkte A 
und S werden jetat die unendlich fernen Punkte der in e 
liegenden {reellen oder imaginären) Erzeugenden der f, die 
F.-Linie geht über in die unendlich ferne Gerade der Bild- 
ebene. Der über die Bilder der Kegelschnitte von p (8. 194) 
aasgesprochene Satz modifiziert sich demnach wie folgt: 

Die Bilder der auf der f^ gelegenen Kegelschnitte 
werden bei der allgemeinen stereographischen Pro- 
jektion ähnliche und ähnlich gelegene Kegelschnitte, 
deren gemeinsame unendlich ferne Punkte durch 
die ßichtungen der in der Bildebene gelegenen Er- 
zeugenden von /^ gegeben sind. Der Mittelpunkt eines 
solchen Kegelschnittes der Bildebene ergibt sich als 
Zentralprojektion der Spitze des Kegels, welcher der 
P längs des entsprechenden Kegelschnittes um- 
schrieben ist. 

Wählen wir speziell das Projektionszentrum in einem 
„Nabel"- oder „Kreis"-Punkt der Fläche p, so schneidet die 
Tangentialebene in ihm aus der Fläche einen Nullkreis oder 
zwei Minimalgerade aus {vgl. 26.) und ebenso die dazu paral- 
lele Bildebene. Es folgt also dann: 

Projiziert man eine Fläche zweiter Ordnung aus 
einem Nabelpunkt stereographiseh auf eine Ebene, 
so werden die Bilder all er ebenen Schnitte der 
Fläche Kreise und jedem Kreise der Bildebene ent- 
spricht auf der /'^ ein Kegelschnitt. 

Diese Sätze sowie gewisse Veraügemeinerungen der- 
selben gab schon Cbasles (1, 2, 3). 

Um noch ein in der darstellenden Geometrie verwend- 
bares Beispiel anzuführen, sei ein elliptisches Rotations- 
paraboloid gegeben, dessen Achse auf der Bildebene senk- 
recht steht. Dann folgt aus dem ersten Teil des obigen 
Satzes, daß alle ebenen Schnitte dieser Fläche, orthogonal 
in die Bildebene projiziert, als Kreise erscheinen. 

Das System der Geraden einer p kann auch dazu 
dienen, die Punkte der p je durch zwei Koordinaten fest- 
zulegen. Wir haben nur nötig, etwa die durch S gebenden 
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Erzeugenden a und J als ein Koordinatensystem einzuführen 
und jeden Punkt P der f^ durch die Abschnitte 

uns gegeben zu deulien, welche die durch P gehenden Er- 
zeugenden \ und a^ auf den Geraden a und h liefern (Fig. 49). 
Eine Gleichung zwischen f und »j stellt dann eine auf der 
f^ gelegene Eaumkurve dar. P 1 ü c k e r (4) hat zuerst 
diese „hyperboloidalen" Koordinaten benutzt und weiter für 
die allgemeine stereographische Projektion folgende einfache 
Beziehung gefunden: Nimmt man die Ebene von a und h 
als Bildebene, so daß also das Projektionszentrum der zweite 
Schnittpunkt des durch S gehenden Durchmessers der Fläche/'*, 
so fällt die Projektion eines Punktes P von f^ mit den Ko- 
ordinaten f und Tf zusammen mit demjenigen Punkte der 
Ebene («6), der in bezug auf das von den Erzeugenden a 
und h gebildete gewöhnliche Koordinatensystem die schief- 
winkligen Koordinaten | und -nj hat. Irgend eine Gleichung 
zwischen f und ij kann demnach in dop|>elter Weise ge- 
deutet werden: sie gibt auf der Fläche p eine Eaumkurve 
und in der Ebene {ah) interpretiert das stereographische Bild 
dieser ßaumkurve. 
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VI. Kapitol. 

Die aus dem unendlich fernen Kugelkreis abgeleiteten 
quadratischen Transformationen. 

§ 2B. Der uncDdlieL ferne Kugeikreis und die durch 
ihn definierten Gebilde. 

Der unendlich ferne Kugelkreis. 

106. Betrachtet man ein Bündel mit dem Mittelpunkte S 
und errichtet zu jeder seiner Ebenen in S die Senkrechte, 
so bildet dieses System, wie wir in G. T. I. 117., S. 192 
gesehen haben, eine involutorische Korrelation, der ein ge- 
wisser, ganz imaginärer Ordnnngskegel zukommt. Die Tangen- 
tialebenen dieses Kegels entboten die ihnen entsprechenden 
Geraden, und diese letzteren sind die Erzeugende dieses 
Kegels. Das so definierte Polarsystem dieses imaginären 
Kegels wird nun von der unendlich fernen Ebene des 
Baumes in einem ebenen Polarsystem geschnitten, als dessen 
Ordnungskegel schnitt der Schnitt mit dem genannten ima- 
ginären Kegel zweiter Ordnung anzusehen ist. Wählt man 
aber einen zweiten Böndelmittelpunkt jS^ , so kann man zu 
jeder Ebene und zu jedem Normalstralil in S die parallelen 
Elemente in S^ ermitteln. Das besagt aber nichts anderes, als 
daß das zum Punkte Si gehörige Polarsystem von der un- 
endlich fernen Ebene in dem gleichen ebenen Polarsystem 
geschnitten wird, oder daß alle diese Kegel durch die 
gleiche imaginäre, ganz im Unendlichen gelegene Kurve 
hindurchgehen. 

Weiter erinnern wir uns des Satzes, daß in bezug auf 
eine gegebene Mäche zweiter Ordnung zu jedem Punkte 

" . — ^ D*hört, das den von dem 
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Punkte an die Fläclie gehenden Tangeutenkegel zum 
Ordnungekegel hat. Besehreiben wir nun um iS als Mittel- 
punkt mit einem beliebigen Radius eine Kugel, so wird der 
Pol irgend einer Ebene durch S in bezug auf diese Kuge! 
der unendlich ferne Punkt der Normalen dieser Ebene: es 
ergibt sich also das nämliche Polarsystem und der imaginäre 
Ordnungskegel ist gleichzeitig aufzufessen als der Tangenten- 
oder Asymptotenkegel, der vom Mittelpunkt aus an die 
Kugel geht; dessen Berührungskurve aber wird der in der 
oo fernen Ebene gelegene Schnitt mit dem Ordnungskegel, 
und sie bleibt die gleiche für alle Kugeln des Eaumes, 
wie man erkennt, wenn mau auch um den beliebigen 
Punkt Si mit irgend einem ßadius eine Kugel beschreibt. 
Diesen allen Kugeln des Raumes gemeinsamen Schnitt mit 
der unendlich fernen Ebene nennt man den _.,unend!ich fernen 
imaginären Kugelkreis". Wir wollen ihn immer mit Ä^ be- 
zeichnen. 

Die Minimalgeraden. 
107. Die Rechnung führt zu den gleichen Resultaten. 
Benutzen wir ein rechtwinkl^s Koordinatensystem mit 
dem Mittelpunkte 0, so wird die Verbindungslinie von 
mit irgend einem Punkte P, der die Koordinaten x,p,z 
hat, gegeben durch die Gleichungen 

(1) X = QX, Y=Qy, Z = QZ , 
während 

(2) xX + yY+sZ^O 

die Ebene ist, welche in auf OP senkrecht steht. Die 
X, Y, Z bedeuten die laufenden Koordinaten. In der Tat 
sind ja 



cos^ = 



(3) 



1«:'' + y'' + ^^ 1x^ + «/^ + 



jrbindung 
3ne (2), \ 

(4} a^ä ^_ y2 + ^2 _ 



die Richtungskosinus der Verbindungslinie OP. Die Ge- 
rade (1) liegt aber in der Ebene (2), wenn 
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ist, da die Annahme ^ = imzuläasig ersclieint. Die Glei- 
chung (4) können wir nun aber verschieden interpretieren. 
Zunächst kann man sagen, sie stelle einen imaginären Kegel 
zweiter Ordnung dar, den Ordnungskegel des Polarsystems, 
von dem bloß die Spitze reell ist. Die Polarebeue (2) 
eines Punktes x, z/, e geht io die Tangentialebene dieses 
Kegels über, wenn der Punkt x, y , ^ auf dem Kegel (4) ge- 
legen ist. Alle Erzeugende dieses Kegels sind imaginäre 
Grerade erster Art, da sie im Koordiuatenanfang einen reellen 
Punkt enthalten. Man nennt sie Minimalgerade (isotrope 
Stralileu). In jeder Ebene durch liegen zwei solche Gre- 
rade (vgl. 54.), z, B. in der XF-Ebene die Geraden 

^ + i!/ = 0, x — iy = H. 

Die Gleichungen (3) liefern dann allerdings keine brauch- 
baren Werte mehr im die Eichtungskosinus einer Minimal- 
geraden. Soll nämlich ei" " 



auf dem Kegel (4) gelegen sein, so muß die Beziehung er- 
füllt sein 

(5) cos*« + cos^^ -|- cos^j/ = . 

Diese Kelation gilt also für die Kosinus einer Minimal- 
geraden, während für die anderen reellen Geraden diese 
Summe den Wert 1 besitzt. 

Die Gleichung (4) können wir aber auch als die Glei- 
chung einer Kugel vom ßadius )■ = betrachten, die um 
den Koordinatenanfang beschrieben ist, also als eine sog. 
„Punkt-" oder „Nullkugel". Die unendlich ferne Ebene 
schneidet aus ihr eine Kurve aus, die durch den Verein 
der Gleichungen 

(6) x^^y^ + s^ = 0, tv^O 

gegeben wird, wenn wir uns homogene Koordinaten — , — , — 
eingeführt deuken. 

Für einen beliebigen Punkt a , 6 , e im Räume gilt die 
gleiche Betrachtung. Er trägt einen Kegel von Minimal- 
geraden 

(7) («-<.)' + (j,-i))' + (2-c)'_0, 
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der durch Parallelversehiebung des Koordinatensystems so- 
fort auf die Form (4) gebracht werden kann. Andererseits 
kann diese Gleioliung (7) wieder als die einer Kugel vom 
Radius Null und dem Mittelpunkte a, h, c angesehen werden. 
Homogen gesehrieben erhalten wir 

x^ + y^ + s^ + 2{ax + hy + cs)w + (u-^ + h-' + c^) w= = 

und die Schnittkurve rait der unendlich fernen Ebene w = 
ergibt sich wieder aus den Gleichungen (6)- Diese stellen 
mithin den unendlich fernen Kugelkreis dar. Die durch 
einen reellen Punkt gehenden Minimalgeraden bilden anch 
den Kegel, durch den der imaginäre Kugelkreis aus diesem 
Punkte projiziert wird. 

Betrachtet man weiter die Kugel mit dem Mittel- 
punkte a,b, e und vom Radius r, deren Gleichung 

(X - ar + (p- hy- -L (^ - c)^ - r^ =^ , 

so kann man den Tangen tenkegel bestimmen, der vom Mittel- 
punkt aus an sie gebt. Ist ganz allgemein /"=0 eine 
Fläche zweiter Ordnung, cc', y', z' die Spitze des Tangenten- 
kegels, ferner 

so wird der Tangentenkegol belianutlich 

Im vorliegenden Falle {a:'= a, y' = 6, s'= c, m;'= 1) 
erhalten wir ohne weiteres für den Tangentenkegel die Glei- 
chung (7). Dieselbe ist vom Radius r der Kugel ganz un- 
abhängig; demnach muß man von konzentrischen Kugeln an- 
nehmen, daß sie sich längs des Kugelkreises berühren. Wir 
1 auf diese Weise zu folgenden Formulierungen : 

Verbindet man einen reellen Punkt des Raumes 
mit allen Punkten des unendlich fernen imaginären 
Kugelkreises K^ , so bilden diese Geraden den 
Kegel der Minimalgeraden, welchen der Punkt 
trägt. AUe Kugeln des Raumes gehen durch den 
Kugelkreis Kos hindurch. Der Tangenten- oder 
Asymptotenkegel vom Mittelpunkt aus an eine Kugel 



y Google 



§ 23. Der Kugelkreis und die duroh ihn definierten Gebilde. 205 

ist identiact mit dem Kegel der Minimalgeraden 
durch diesen Punkt. Konzentrische Kugeln berühren 
sieh längs des Kugelkreiaes. 

Metrische Eigenschaften in projektiver Ausdrueks- 
weiae. 
108. Der unendlich ferne Kugelkreis und das in seiner 
Ebene definierte Polarsystem ermöglichen ea, metrische Eigen- 
schaften in einer projektiven Form auszudrücken. Eine 
Ebene und ihre Normale sehneiden die unendlich ferne Ebene 
in Polare und Pol bezüglich des Kugelkreises , zwei zuein- 
ander senkrechte Gerade oder Ebenen üefem in der Ebene 
von .Eoo konjugierte Punkte bzw. Gerade und umgekehrt. 
Ebenso folgt leicht aus unseren Gleichmjgen (4): 

Jede Fläche zweiter Ordnung mit nicht ver- 
schwindender Determinante, welche den Kugelkreis 
Koa enthält, ist eine Kugel. 
Eine Rotationsfläche hat die E^enschaft, daß alle ihre 
zur Achse a senkrechten Schnitte Kreise sind. Die Achse a 
und irgend eine solche Ebene e schneiden also aus der un- 
endlich fernen Ebene einen Punkt P und eine Gerade p aus, 
welche Pol und Polare in bezug auf K^ sind. Trifft p den 
Ka:, in den Punkten X und Y, so sind die Lmien, die vom 
Mittelpunkte des Kreises, der in. der Ebene e liegt, nach X 
und Y gehen, die Tangenten an diesen Kreb und gleich- 
zeitig Taugenten der Rotationsfläche und sie liegen für jeden 
solchen Kreis in den Ebenen (aX) bzw. {aY). Dies sind 
also die Tangentialebenen der Fläche in X. und Y, und da 
sie auch die Tangenten PX imd PY des Kugelkreises ent- 
halten, so berührt die Rotationsfläche in X und Y den Kugel- 
kreis; es folgt demnach: 

Jede Rotationsfläche zweiter Ordnung berührt den 
Kugeikreis in zwei Punkten 
und 

Wenn eine Fläche zweiter Ordnung den Kugel- 
kreis in zwei Punkten berührt, so ist sie eine Ro- 
tationsfläche. 
Irgend eine reelle Ebene des Raumes schneidet aus dem 
Kugelkreis zwei Punkte aus; dies sind die Kreiapunkte 
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(vgl, 26.) für die Geometrie, welche sich auf diese Ebene 
beschränkt; also kann man aueh sagen: 

Jeder Kegelschnitt, welcher den Kugelkreis zwei- 
mal schneidet, ist ein Kreis. 



Nur in den imaginären Ebenen, welche den I 
berühren, fallen die Kreispunkte zusammen. 

Eine Eläehe zweiter Ordnung schneidet die unendlich 
ferne Ebene in einem Kegelschnitt, weicher mit K^ vier 
Schnittpunkte gemein hat. Durch diese vier Punkte gehen 
drei Geradenpaare. Jede Ebene durch eine solche Gerade 
schneidet aus der gegebenen Fläche einen Kreis aus. Die 
allgemeine Fläehe zweiter Ordnung enthält also sechs Scharen 
vonKreisschnitten, von denen allerdings nur zwei reell sind. 



Pokalpunkte, Eokalkurven, 

109. Aus dem System der imaginären Ebenen, welche 
den Kugelkreis berühren, können wir solche Ebenen heraus- 
greifen, welche eine abwickelbare Fläche bilden; dieselbe 
heißt dann eine Pokaldeveloppable. Sie hat die merk- 
würdige Eigenschaft, daß alle ihre Normalen wieder in der 
Fläche selbst liegen und mit den Erzeugenden der Fläche, 
d. h. mit Minimalgeraden, identisch sind. Die ßückkehr- 
kurve der Fläche zeichnet sich dadurch aus, daß ihre Tan- 
genten sämtlich den Kugelkreis treffen. Eine solche Kurve 
heißt ganz allgemein eine „Minimalkurve". Irgend ein 
Eogenstück derselben besitzt die Länge Null. Von den 
Minimalgeraden als den einfachsten Minimalkurven gilt das 
gleiche. 

Ist irgend eine reelle Fläche f gegeben, so können 
wir uns die Ebenen ermittelt denken, welche gleichzeitig 
diese Fläche und den Kugelkreis berühren. Sie bilden eine 
Fokaldeveloppable. Es sei b eine der imaginären Tan- 
gentialebenen dieser Fläche; dann enthält e eine Minimal- 
gerade und auf dieser liegt ein reeller Punkt F . Durch F 
geht eine zweite, konjugiert imaginäre Minimalgerade, welche 
die zu e konjugiert im^inäre Tangentialebene e von Ä^ be- 
stimmt. Die Verbindungsebene (p der beiden durch F gehenden 
Minimalgeraden ist reell. Die Ebenen e und s berühren / 
in konjugiert imaginären Punkten E und E, also ist die Ver- 
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bindungslinie dieser Punkte eine reelle Gerade e der 
Ebene <p . Der Punkt F kann demnach als eine jfNuükugel" 
betrachtet werden, welche die Piäche f doppelt berührt. Ein 
solcher Punkt heißt ein Fokalpiiiikt der Fläche f. Es 
gehen durch ihn auch zwei Ebenen, welche / und K^:, gleich- 
zeitig berühren und zwei Minimalgerade, welche / berühren. 

Da aber weiter jede Tangentialebene der Pokaldeve- 
loppablen einen solchen Fokalpunkt enthält, so werden diese 
Punkte sich zu einer sog, „Fokalkurve" aneinander 
reihen. In ihr durchsetzen sich die Mäntel der Fokaldeve- 
loppable, so daß sie eine Doppelkurve dieser Fläche ist. 

Denkt man sich weitere reelle Flächen gefunden, 
welche mit K^^ die gleiche Developpable bestimmen, die also 
derselben Pokaldeveloppable einbe schrieben sind, so heißen 
alle solche Flächen konfokal. Zuaammenfasaend können 
wir mithin sagen: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Nullkugeln, 
welche eine gegebene Flache f doppelt berühren, 
heißt die Fokalkurve von f; in ihr durchsetzen 
sich die beiden Mantel der Fokaldeveloppablen 
welche / mit K^, bestimmt. ÄUe Flächen mit ge- 
meinsamer Fokaldeveloppablen heißen konfokal, 

So ist z. B. die Fokalkurve eines Ellipsoids eine Hy- 
perbel, welche in der Ebene der größten und kleinsten 
Achse liegt. Der von einem Punkte dieser Hyperbel an das 
Ellipsoid gehende Tangentenkegel berührt nach obiger De- 
finition den Kugelkreis doppelt, ist also ein Eotations- 
kegel, eine Eigenschaft, die für die Flächen zweiter Ord- 
nung ebenfalls zur Definition der Fokalkurven verwendet 
werden kann. 

Sollen die Fokalhurven eines allgemeinen Kegels zweiter 
Ordnung gefunden werden, so haben wir diejenigen seiner 
Tangentialebenen zu ermitteln, welche den Kugelkreis be- 
rühren. Alle durch die Spitze S des Kegels gehenden 
Tangentialebenen von K^^ beriihren aber den zu S gehörigen 
Kegel von Minimalgeraden. Dieser hat mit dem gegebenen 
Kegel vier Tangentialebenen gemein, welche im ganzen 
sechs Schnittlinien, darunter zwei reeUe, liefern. Diese sind 
die sog. Fokalachsen des Kegeis. Zu ihnen gehört in bezug 
auf den gegebenen Kegel eine rechtwinklige Involution kon~ 
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jugierter Ebenen. Eine Ebene senkrecht zu einer Fokal- 
aciise liefert mit dem Kegel einen Schnittkegelsehnitt, der 
im Selinittpunkt mit der Fokalaehse einen Brennpunkt besitzt. 

§ 24. Die cinadratisclien Trausformationen, welclie Kngeln 
wieder Id Kugeln überführen. 

Die versctiedenen Fälle. 
110. Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, quadratische 
Transformationen der in § 20 besprocbenen Art anzugeben, 
welche die Eigenschaft besitzen, jede Kugel des Raumes 
wieder in eine Kugel überzuführen. Da eine solche Verwandt- 
schaft eine Kugel im allgemeinen in eine Fläche vierter Ord- 
nung verwandelt, so muß also eine F.-Fläche zweiter Ordnung 
sich absondern, und dieses tritt ein, wenn jede Kugel durch den 
F.-Kegel schnitt k^ bzw. k'^ ihres Raumes hiudurcligeht. Da aber 
alle Kugeln eines Raumes bloß den unendlich fernen Kugelkreis 
dieses Raumes gemein haben, so haben wir mithin als k^ den 
unendlich fernen Kugelkreis des Raumes .2' und als k'^ den 
des Raumes 2" einzuführen. Die F.-Elächen (Sk^) um {S'k'^) 
werden dann die Kegel von Minimalgeraden, die aus S 
bzw. S' die betreffenden Kugelkreise projizieren. Wir wollen 
aber, um Weitläufigkeiten zu vermeiden, gleich den speziellen 
Eall untersuchen, wo diese Kegel zusammenfallen, also die^all- 
gemeine Inversion von 98. unter der Voraussetzung betrach- 
ten, daß die Fläche p eine Kugel iind S ihr Mittelpunkt 
ist. Benutzen wir denselben auch als Anfanjjspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems, so wird der Übergang 
von den homogenen Koordinaten zu den rechtwinkligen 

gegeben, indem wir statt ^ , -? , ^ bzw. x , y , z setzen. Die 

Gleichung ip {x^ , x^ , x~^) = i) des von ausgehenden Tau- 
gentenkegela an p ist dann 

y = Xä + ?/» + S^ = , 
Da ferner 



«4 9 ('^i ' ^ ' ^3) 
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so gehen die Fonjielu (13) und (14) von 95. über in 



(1) 



37^ + ^^ + S 



' + 9' +11'' x'' + <j" + e 



x' 


■ + !/' 
V' 


+ «'• 


X' 


' + 1I' 


+ 2" 




2' 





Denken wir uns zwei verschiedene Koordinatensysteme und 
beziehen sich die x, y, s auf das eine, die x', y', s' auf das 
andere, so geben diese Formeln die allgemeine Beziehung, 
Legen wir dagegen ein einziges Koordinatensystem zugrunde, 
in dem die x, y, s und die x', y', s' gemessen werden, so 
erhalten wir die gewöhnliche sog, „Inversion". Je zwei ent- 
sprechende Punkte F und P' Hegen auf einem Strahle 
durch 0, da ja x:y:z=^x':y':g'. Ferner wird die Glei- 
chung der Fläche p nach Formel (15) von 98. 

(2) a,'2 + 1/2 + s^ = ft . 
Ist endlich 

so wird weiter 

oder 

(3) OF-OP'=k. 

Je nach dem Vorzeichen dieser Konstanten k, der sog. 
„Potenz" der Inversion, ergeben sich durchaus verschiedene 
Transform ationen. 

Ist h positiv, etwa = r5, so wird die Fläche f^ die 
reelle Kugel 

(4) x^ ->r y^ + s'^ = rl . 

Je zwei entsprechende Punkte P und P' liegen harmonisch 
zu den Punkten, in denen die Verbindungshnie PP' dieser 
Kugel begegnet, der eine innerhalb, der andere außerhalb 
dieser Kugel. Die Inversion mit positiver Potenz, auch kurz 
„Inversion" genannt, ist atso identisch mit der bekannten 
„Transformation durch reziproke Radien" [Lionville (5) 

DoehJeinann, Geometmohe Traii9forma6ionen, U. 14 
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auf S. 286]. heißt das „Inversionszentrum" oder der 
„Mittelpunkt der Inversion", die sicli Punkt für Punkt selbst 
entsprechende Kugel die „Inversionskugel"; je zwei ent- 
sprechende Gebilde können als „invers" bezeichnet werden, 
Ist dagegen 7c negativ, etwa = — j-^, so werden die 
Gleichungen der Transformation 



x^ + y^ + s^ x'^ + y^ 



" x^ -V y'>' ^ z"- " x'^ + ^/'^ + ä! 



a^ä + j,2 ^_ ^3 ' a;'ä -|- %j'-i + s'-i ' 

Die Fläche f^ der sich selbst entsprechenden Punkte ei^bt 
sich dnrch die Substitution m'=x, y'=y, s'=z, und zwar 
wird dieselbe 

Sie ist eine ganz imaginäre Kugel. Es gibt also überhaupt 
keine reellen Koinzidenzpunkte. In der Tat stellt diese „In- 
version mit negativer Potenz" einen wesentlich verschiedenen 
Typus einer Verwandtschaft vor. Doch können wir die- 
selbe aus der gewöhnlichen Inversion und einer einfachen 
zweiten Beziehung zusammensetzen. Denn führen wir einen 
Punkt P" ein mit den Koordinaten x", y", s", so daß 

1., ^ X „ , y 

+*■« a^ä "_|, j,2 4. ss ' 

so gelangen wir von P zu P" durch Anwendung dieser ge- 
wöhnlichen Inversion. Nehmen wir weiter dazu die Trans- 
formation 

(7) x"= —x', y"^ —y', s" = -/, 

so ist die Transformation (5) ersetzt durch die Reihenfolge 
der Transformationen (6) und (7). Die letztere Verwandt- 
schaft ordnet aber einem Punkte P" denjenigen Punkt V 
zu, der auf dem Strahle O'P" auf der anderen Seite von P" 
so li^t, daß absolut genommen 0P'= OF" oder mit anderen 
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Worten: der ganze Eaum wird symmetrisch in bezug auf 
abgebildet. (Vgl. G. T. I. 177-, S. 292.) Die reelle Kugel 
(4) vom Radius r^ bleibt bei der ersten Umformung fest, 
bei der zweiten tritt an Stelle eines jeden ihrer Punkte 
der andere Endpunkt des durch ihn gehenden Durchmessers. 
Also führt die Transformation {5} diese Kugel in sieh über, 
zwar nicht Punkt für Punkt, wohl aber den einen End- 
punkt eines Durchmessers je in den andern. 

111. Gleichzeitig werden wir aber dadurch veranlaßt, 
auch die Transformationen vom folgenden Typus 

„ X '■■' 

= — »n^^ ^— i 



^'=^+*'^^M 



« ^! + j,a ^ ^ä 

" x^ + y^ + n'^ 
.1 y 

" a;2 + J/2 _^ sä 



"a^'ä +y'3. 



" a;'« + /^ + ^'^ 



■ "x'-'j^y'-' + z 



s = +»"0- 



a:2 + ?/2 4- s^ ' ■■ ' '■' x"i + y'^ 

noch in Betracht zu ziehen. Die Transformation (8) kann 
nun wieder zusammengesetzt werden aus der gewöhnlichen 
Inversion (6) in Verbindung mit der Abbildung 

(10) x"^-t/, y"=y, z"=z. 

Diese letztere besteht darin, daß der Eaum symmetrisch zur 
yZ-Ebene abgebildet wird. Diese spezielle, involutorische 
Zentralkolliueation (vgl. G.T.1. 180.) wird aueh als „Spiegelung" 
an der ZZ-Ebene bezeichnet. Fest bleibt bei beiden Ab- 
bildungen der in der y!Z-Ebene gelegene Kreis 

welcher demnach den Ort der Koinzidenzpunkte vorstellt. 
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Die Transformation (9) endlich läßt sich ersetzen durch 
die gewöhnliche Inversion (6), durch die Spiegelung (10) 
und die weitere Spiegelung an der J"^- Ebene 
(11) x"=x', y"=—y, s"^s. 

Die einz^en Punkte, welche bei diesen drei Umformungen 
fest bleiben, sind die beiden Punkte der Z-Achse 

^ = 0, »/ = 0, B= +ru . 
Schließlich steht es dann noch in unserem Belieben, die 
Transformation (5) durch (6) und durch drei Spiegelungen an 
den drei Koordinatenebenen zu ersetzen, so daß wir schlieS- 
lieh zu folgendem Resultat gelangen: 

Eine quadratische Transformation der erwähnten 
Art, welche alle Kugeln des Eaumes wieder in Kugeln 
überfuhrt und gleichzeitig perspektiv ist, besteht ent- 
weder in einer gewöhnlichen Inversion, oder sie gelit 
aus ihr hervor durch Hinzunahme einer Spiegelung oder 
zweier oder dreier Spiegelungen an den Koordinaten- 
ebenen. Die Koinzidenzpunkte erfüllen je nachdem 
entweder eine Kugel oder einen Kreis, oder es sind 
zwei oder gar keine vorhanden. 
Demnach dürfen wir uns im wesentlichen auf die Be- 
trachtung der gewöhnlichen Inversion (6) beschränken und 
stellen zunächst deren Eigenschaften kurz zusammen, um 
sodann die zahlreichen Anwendungen dieser Abbildungs- 
methode in einem eigenen Abschnitte zu vereinigen. 

§ 25. Die (gewöhnllclie) Inversion oder Transformation 
durch reziproke Radien. 

Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen. 
112. Die Eigenschaften der gewöhnlichen Inversion er- 
geben sich aus denen der allgemeinen Inversion (98.) ledig- 
lich mit Rücksicht darauf, daß der Kegelschnitt Ä^ der un- 
endlich ferne Kugelkreis ist und unter Beachtung der in 
106. gegebenen Formulierungen. Von den F.-Gebilden ist 
bloß der Inversionsmittelpunkt reell; ihm entspricht die 
unendlich ferne Ebene. Legen wir durch irgend eine Ge- 
rade, so ist dem unendlich fernen Punkte derselben der ap 
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unendlich benachbarte Punkt dieser Geraden zugeordnet. 
Der ganze Raum außerhalb der Iq Version skugel vom Eadius Tq 
bildet sich in das Innere dieser Kugel abj die laversions- 
kugel vermittelt den Übergang, sofern jeder ihrer Punkte in 
sich selbst übergeht. 

Betrachten wir irgend zwei Punkte P und F^ , deren 
Entfernung d^ sein möge, während r und r^ die Abstände 
dieser Punkte vom Mittelpunkte seien. Die entsprechen- 
den Punkte P' und Fi haben die Eutfemung ä'i und die 
Abstände r' imd r[ von . Aus den Formeln (1) auf 8. 209 
ergibt sich dann ohne weiteres 

(12) äi-^-^-'-^A. 

Diese Beziehung gilt auch dann noch, wenn F^ dem Punkte P 
unendlich nahe rückt, 80 daß r^ —r und infolgedessen auch 
P[ zu F' unendlich benachbart liegt. Wir woUeo aber diesen 
Zusammenhang direkt ableiten. 

Ein dem Punkte F unendlich benachbarter Punkt Q 
habe die Koordinaten x+dx, y + äp, s + ds, das Linien- 
element PQ werde mit ds bezeichnet. Dem Punkte Q ent- 
spricht dann ein Punkt Q' mit den Koordinaten x'+dx', 
p'+dp', s'+äs', und F'Q'==ds' ist das entsprechende 
Linienelement. Durch Differentiieren der Gleichungen (1) 
finden wir 

dx'^ ~ ■ {{y^ -j- «^ — x^)dx — 'Ixydy — 2xzdz} 



(13)' 



dy'== ^ ■ {— 2yx ■ dx + {x^ + s'^ — y^)dy - 2y 0ds) 



Femer ist 

äs^ = dx^ + dy^ -\- dz^ , ds"'' = dx'^ + äy'^ + dz'^. 

Bilden wir mittels der Gleichungen (13) den Ausdruck für 
ds'*, so ergibt sich durch eine einfache Rechnung 

(U) ds' = -^^ds = ~'^ ds. 
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Es ändert sich demnach das Verhältnis entspre dien der Linien- 
elemente mit der Lage der Punkte P und P", doch bleibt 
es bei festgehaltenem P das gleiche für alle durch P und P' 
gehende entsprechende Elemente. Ist also iJ ein weiterer 
ZH P benachbarter Punkt mit den Koordinaten x-\-dx, 
y + dy , e + ds und FE = ds das zu ihm führende Linien- 
element, während wieder R' der entsprechende Punkt, 
ds' das entsprechende Linieuelement , so gilt auch die Be- 
ziehung 



Die Elemente ds und ds sehließen ferner einen Winkel x 
ein, der bestimmt ist durch die Beziehung 

dx-äx + dy ■ öy -\- äs ■ bz 



Die entsprechenden Elemente ds' und bs' sind unter ( 
Winkel «' gegeneinander geneigt, so daß 

, dx'- bx' -\- dv' ■ by' -\- dB' • bz' 

COSÄ = — — ■■■ - . ,- , , . 

ds- öS 

Bilden wir den rechtsstehenden Ausdruck unter Benutzung 
derGrleichungen (13)bzw. der indenöa;, i5f/, , 
so erhalten wir nach entsprechender Vereinfachung 
dx' bx' + dy' by' -\- As' bs' dx ■ bx -\- dy • by -\- dz • bs 
ds'-bs' äs -ÖS 

Es sind also die Winkel a und oc' einander gleich und folg- 
lich die Dreiecke JPQR und P'Q'R' ähnlich. Auch die 
letzten Seiten QR und Q'R' derselben stehen im gleichen 
Verhältnis zueinander wie ds und ds' . 

Allgemein ist damit bewiesen, daß durch die Inversion 
irgend einer Flache und die ihr entsprechende konform, 
d. h. ähnlich in den kleinsten Teilen, aufeinander abgebildet 
werden. 

113. Nehmen wir aber weiter noch einen dritten zu P 
unendlich benachbarten Punkt S, dessen entsprechender yS' 
sein möge, bezeichnen das Linienelement RS mit As und 
P'jS" mit As' , so muß das unendlich kleine Tetraeder RQR8 
dem entsprechenden R'Q'R'S' offenbar ähnlich sein, so daß 
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auch der Winkel zweier Ebenen des einen gleich dem Winkel 
ist, den die entsprechenden Ebenen des andern Tetraeders 
bilden. Es läßt sich aber weiter zeigen, das je zwei der- 
artige unendlich kleine, einander entsprechende Tetraeder 
bei der gewöhnlichen Inversion ungleichen Sinn haben. 
Drücken wir nämlich das sechsfache Volumen des Tetra- 
eders F'Q'Jt'S' durch die bekannte Determinante aus, so 
gibt dieae {vgl. G. T. 1. 160.) gleichzeitig dieses Volumen in 
einem bestimmten Sinne. Es ist aber 



x'+äx' 


f'+is' 


l'+äl' 


x'+ix' 


y'+V 


/+dl' 


x'+Ax' 


y'+Ay' 


z'+ Az' 


dx' äs' 


dl' 






ix' dt/' 


dl' 






Ax' Ay' 


As' 







Unter Benutzung der Gleichungen (13) erhalten wir mithin 
dafür: 
(y''-k-z''—x^)da:—^x'ydy—'ixzdx, —2yxdx+(x''+z''—'y^)dy—^pzdz, 

—2zxdx—2zydy+(x'+y^—z^)de *) 
{y^-{-i!^-~x'')Sx~2xy3y-2xzö2, ~'iyxSx+{x^+Z^~y^)Sy~2yzSz , 

-^zxdx-^zySy+ix^+y^-z'^Si 
(y''+z'—x'')Aw—'ixyAp-'2xsAz, —2yx4x+{x^+z^—y^Ay—2yz!iz, 
-'izx/ix-2zyjS9+{<e''+y^-z')dz 
Diese Determinante läßt sieh als das Produkt zweier Deter- 
minanten darstellen, so daß wir erhalten 

-(y^ + 0^-x^} 2xy 2xz 



1.VX 


~{x* + «' 


-y') 


2» 


lux 


2«S 




-{x'^ 




~d,x —dy 


-de 






-ix -dy 


~di 






~Ax ~Ay 


-Ae 
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Die erste Determinante gibt ausgerechnet dea Ausdruck 
{x^ + J/^ + ^^Y == '*'' "^^ ^^ wird schließlich 

7.8 

Vol. F'Q'R'S' = - -^ ■ Vol. FQnS . 

Bei der gewöhnlichea Inversion mit positivem k sind also 
entsprechende unendlich kleine Tetraeder stets ungleich sinnig, 
bei der Transformation mit negativer Potenz haben sie immer 
gleichen Sidd, 

Entsprechende Oberflächenelemente do) und dm' sowie 
entsprechende Eaumelemente dv und dv' erfüllen folglich 
die Beziehungen 

(15) dm' = -^ (üco = yr- (7(0 , 



(16) cl.'^-"^^ä^='^av. 

Der den Maßstab der Verjüngung liefernde Ausdi^uck -^ 

nimmt für die gewöhnliche Inversion den Wert 1 bloß dann 
an, wenn r'^ = h = rl, d. h. für Punkte der Invereionskugel. 
Da femer bei einer Spiegelung alle Winkel selbstverständ- 
lich erhalten bleiben, so sind die durch die Gleichungen (8) 
und (9) g^ebenen Transformationen ebenfalls konform. Wir 
haben somit gefunden: 

Die Transformation durch reziproke Radien bildet 
den £a,um konform, d. h. in den kleinsten Teilen 
ähnlich auf sich ab; jeder Fläche entspricht also 
eine neue Fläche, die konform auf die erste bezogen 
ist. Der Maßstab für die Abbildung ändert sich 
mit der Lage im Baume und ist dem Quadrat der 
Entfernung vom Mittelpunkt der Transformation um- 
gekehrtproportional. Entsprechende Linien-, Flächen- 
bzw. Eaumelemente, die durch zwei entsprechende 
Punkte gehen, stehen in konstantem Verhältnis, das 
der ersten, zweiten bzw. dritten Potenz dieses Maß- 
stabes gleich ist. Nur solche entsprechende Ele- 
mente, welche von einem Punkte der Inversions- 
kugcl ausgehen, sind gleichgroß. Im Mittelpunkt 
der Transformation hört die Stetigkeit der Abbildung 
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auf. Irgend zwei entsprechende, |unendlicb kleine 
Tetraeder sind ungleichsmnig ähnlich, bei der In- 
version mit negativer Potenz dagegen ist der Sinn 
derselben der gleiche. 

Die konformen Punkttransformationen des Raumes. 
114, Da eine Inversion eine Kugel wieder in eine Kugel 
überfuhrt, so liefern zwei Inversionen, nacheinander ausge- 
geführt, wieder eine Inversion. Diese ist allerdings nicht 
mehr „perspektiv", sondern die Mittelpunkte Regen getrennt. 
Haben wir nämlich eine erste Inversion J mit dem Mittel- 
punkte 0, welche einen Punkt P in P* überführt, ferner 
eine zweite Inversion J^ mit dem Mittelpunkte 0^ , welche 
P* nach P" bringt, so sind die Mittelpunkte der neuen Ver- 
wandtschaft, welche durch die Verbindung von J und J^ 
hervorgeht, wie foigt zu bestimmen. Dem Punkte ent^ 
spricht vermöge J-^ ein Punkt 0" und alle unendHcli fernen 
Punkte gehen durch die ßeihenfolge J und J^ in 0" übsr. 
Femer wird dem Punkte 0^ durch die Inversion J ein ge- 
wisser Punkt 0' zugewiesen, und in ihm bilden sich alle un- 
endlich fernen Punkte ab, wenn man zuerst J^ und dann J 
anwendet. Eine neue Transformation ergibt sich dagegen, 
wenn wir 0^ und zusammenfallen lassen und P, P", P" 
je auf dem gleichen Strahl durch liegen. Denn da jetzt 

OP-OP'^k und OP'-OI"'=ki, 
so folgt 

OP : OP" = h : ky , 

d. h. zwischen den Punkten P und P" besteht eine Ähnlich- 
keitstransformation {vgl. G. T. I, 8.292.). Die gleiche 
Abbildung würde überhaupt durch eine gerade Anzahl 
solcher Inversionen, bei denen alle einem Punkte der Reihe 
nach entsprechenden Punkte auf einer Greraden durch den 
gemeinsamen Mittelpunkt liegen, sich erzeugen^ lassen. Es 
ist von vornherein selbstverständlich, daß diese Abnlichkeits- 
transformation, bei der ja Tetraeder von endlicher Aus- 
dehnung sich entsprechen, auch in den kleinsten Teilen 
ähnlich, d. h, konform, ist. 

Alle Transformationen, welche sich aus einer Reihe von 
Ähnlichkeitstransformationen und Inversionen zusammen- 
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setzen, führen demnach eine Kugel stets wieder in eine 
Kugel über und sind konform. 

Man kann nun aber auch, wie wir bloß erwähnen, die 
Umkehrung dieses Satzes beweisen: Alle konformen Punkt- 
transformationen im ßaume lassen sich als eine Folge von 
Ahnlich keitstransformationen und Inversionen darstellen, 

Folglieh führen alle konformen Pankttransformationen 
des Eaumes Kugeln stets wieder in Kugeln über. 

Dies ist auch unschwer zu beweisen, Demi für eine 
konforme Abbildung muß 

(is'= (• ds 

sein, wobei f f^i» vom Orte abhängiger Faktor. Für alle 
Minimalgeraden ist aber ds = 0, also müssen diese durch 
eine konforme Abbildung ineinander übergeführt werden. 
Die Kugel ist aber die einzige Fläche, welche zwei Scharen 
von Minimal geraden enthält; daher müssen die konformen Ab- 
bildungen Kugeln wieder in Kugeln überführen. 

Man beachte aber den Unterschied gegenüber den kon- 
formen Abbildungen der Ebene. In der Ebene gab es un- 
begrenzt viele Möglichkeiten, konforme Abbildungen der- 
selben abzuleiten, da jede Funktion einer komplexen Ver- 
änderlichen (vgl. 8, 117) zu einer solchen führte und unter 
diesen bildeten diejenigen, welche einen Kreis immer wieder 
in einen Kreis verwandelten, nur eine besondere Gruppe, 
nämlich die der Kreisverwajidtschaften (S, 106). Im Räume 
hat jede konforme Punkttransformation die Eigenschaft, eine 
Kugel stets wieder in eine Kugel überzuführen, und alle 
konformen Punkttransformationen des Raumes, deren Anzahl 
ooi" beträgt, bilden zusammen eine Gruppe. 

Die Bilder von Ebenen und Kugeln. 
115. Untersuchen wir nun im einzelnen, welche Ge- 
l)ilde die Transformation durch reziproke Radien ineinander 
überführt. Einer beliebigen Ebene entspricht eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche durch K^ geht, d. h, eine Kugel. 
Da die Ebene die unendlich ferne Ebene in einer Geraden 
trifft, so geht die Kugel durch den Mittelpunkt der Trans- 
formation und die Tangentialebene in an die Kugel ist 
zur gegebenen Ebene parallel. Schneidet die Ebene die In- 
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versionskugel in einem reellen Kreise, so enthält diesen auch 
die entsprechende Kugel. Allgemeiner können wir sagen, 
daß eine Ebene, die ihr entsprechende Kugel und die In- 
versionskugel ein jfBüachel" bilden, d, h, durch denselben, 
reellen oder imaginären Kreis hindurchgehen. In der Tat 
verwandelt sich die Ebene 

ax + hy + c$ + d = 

durch die Substitution (1) auf S, 209 in, 

}c{ax'+ ly' + cß' + d) + d{x'^ + p'^ +s'^ — *) = , 

und diese Kugel geht ersichtlich durch den Schnitt der g(V 
gebenen Ebene mit der Inversionskugel 

•% = x'ä 4- J,'2 + 2'3 _ A= 
hindurch. 

Jede Ebene durch den Mittelpunkt jedoch wird durch 
die Inversion in sich selbst übergeführt; es bildet sich in 
ihp eine ebene Inversion aus. 

Im übrigen ist der obige Satz nur ein spezieller Fall 
des folgenden: L^end einer Kugel entspricht wieder eine 
Kugel und beide Kugeln gehören mit der Inversionskugel 
einem Büschel an. Denn ist die gegebene Kugel 

80 entspricht ihr nach Weglassung des Faktors a;^ + ?/^ + ^^=0 
die Kugel 

S'= {ä^ + ^^ + j,3 _ r^}(a:« +^^ + B-^) 

-'ik{ocx-\-ßy+yz)->rh'^ = ^, 

die sich leicht auf die Form bringen läßt: 

Es ist also S' von der Form 
womit der Sat^ bewiesen. 
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Sich selbst. entsprechende Kugeln. 

116. Wir können dieses Resultat übrigens noch be- 
nutzen, um die Frage zu beantworten: Gibt es Kugeln, 
welche durch die Inversion in sich selbst übej^eführt werden? 
Soi! S' mit jS identisch werden, so muß der Faktor k den 
Weii Null annehmen, folglieh 

sein. Diese Bedingung besagt aber, daß das Dreieck, welches 
der Inversionsmittelpunkt 0, der Mittelpunkt {<x, ß, y) der 
Kugel S und ein Punkt des Schnittkreises bilden, ein 
reentwinkliges ist, oder mit andern Worten, daß die 
Kugel S die Inversionskugel Sa orthogonal schneidet. Es 
folgt daraus: 

Alle Kugeln, welche die Inversionskugel ortho- 
gonal schneiden, und nur diese, gehen durch die In- 
version in sich über. 

Dabei gehen die Punkte einer solchen Kugel ineinander 
über, nur die Punkte des Sehnittkreises mit der Inversions- 
kügel entsprechen sich selbst. 

Solche Kugeln zu bestimmen, gibt es noch verschiedene 
Möglichkeiten: Sind P, P' irgend zwei entsprechende Punkte 
und legen wir durch sie eine Kugel, so ist A deren Potenz 
in bezug auf den Mittelpunkt 0, imd sie schneidet also 
die Inversionskugel orthogonal. ÄUe die oo^ Kugeln 
durch die zwei entsprechenden Punkte P, P', welche ein 
„Kugelbündel" oder „Kugelnetz" bilden, haben die gleiche 
Eigenschaft. 

Betrachten wir zwei Paare entsprechender Punkte P, P', 
Q, Q', so liegen dieselben (S. 71) auf einem Kreise. Jede 
Kugel durch die beiden Punktpaare enthält demnach diesen 
Kreis und alle solche Kugeln bilden ein „Büschel". 

Sind endlieh irgend drei Paare entsprechender Punkte 
gegeben, P, P', Q,Q', B, B', so geht durch P, P' Q, Q' 
ein erster, durch P, P', B, B' ein zweiter Kreis und durch 
diese beiden Kreise läßt sich eine einzige Kugel legen, welche 
folglich die drei Punktpaare enthalt. Es hat sich demnach 
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Durch ein Paar entsprechender Punkte ist ein 
Netz, durch zwei Paare entsprechender Punkte ein 
Biisehel von Ku^io bestimmt. Ii^end drei Paare 
entsprechender Punkte liegen auf einer Kugel. Alle 
80 bestimmten Kngeln schneiden die Inversions- 
kugel orthogonal. 

Die Bilder von Geraden und Kreisen. 

117. Einer (reellen) Geraden g entspricht ein Kreis, 
der in der Ebene (Og) gelegen, in eine zu g parallele 
Tangente hat. Jede Gerade durch entspricht sich selbst 
und trägt eine Involution, deren Doppelpunkte die Schnitt- 
punkte mit der Inversionskugel sind. 

Irgend einem Kreise durch entspricht umgekehrt eine 
in seiner Ebene gelegene Gerade. 

Hat man dagegen einen nicht durch gehenden Kreis, 
so erhalten wir als sein Bild stets wieder einen Kreis. Dies 
braucht nur noch für den Fall bewiesen zu werden, daß die 
Ebene des Kreises nicht durch geht. Aber dann können 
wir den Kreis als Schnitt seiner Ebene und einer durch ihn 
und gelegten Kugel auffassen. Dieser Kugel entspricht 
eine Ebene und der Ebene des Kreises wieder eine Kugel, 
und beide Flächen liefern in ihrem Schnitt den ents 
den Kreis. 

Eine wichtige Eigenschaft kommt den Minimalgeraden 
zu. Diese imaginären Geraden trafen alle den imendlich fernen 
Kugelkreis. Nach 93. geht also jede Minimalgerade wieder 
in eine solche über. Die beiden einander zugewiesenen Ge- 
raden liegen in einer Ebene durch und sie gehen bzw. 
durch die Schnittpunkte dieser Ebene mit K^. Diese 
Schnittpunkte liefern ja die Kreispunhte für die in dieser 
Ebene sieh ausbildende Inversion. Daraus folgt dann aber 
weiter, daß auch jeder Fokaldeveloppablen einer Fläche wieder 
eine Fokal de veloppable der entsprechenden Fläche entspricht, 
ebenso jedem Fokalpunkt wieder ein Fokalpunkt für das 
Bild, oder kürzer: 

Alle Fokal e^enschaften sind invariant gegen- 
über der Transformation durch reziproke Eadien, 
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Die Bilder beliebiger Flächen und Kurven. 

118. Beliebige Flächen und Kurven werden durch die 
Inversion in Gebilde übergeführt, die zum unendlich fernen 
Kugelkreis in besonderer Beziehung stehen, wobei im übrigen 
auf 94. zu verweisen ist. So entspricht einer ganz allge- 
mein gelegenen Fläche m-ter Ordnung f"' eine Fläche f^" 
von der Ordnung 2 ms, welche den Kugelkreis zur m-fachen 
Kur\'e hat In besitzt f^"' einen m-fachen Knotenpunkt, 
dessen Tangentenkegel den Schnitt von /'"' mit der unend- 
lich fernen Ebene aus projiziert. Geht f" durch hin- 
durch oder durch ICx., so reduziert sich die Ordnung von 
/■'s™ je um 1 bzw. 2. 

Beispielswebe entspricht einer Fläche zweiter Ordnung 
eine Fläche vierter Ordnung, welche Ä"«, zur Doppelknrve 
hat. Flächen dieser Art heißen Zykliden. In besitzt 
dieselbe einen gewöhnlichen konischen Knoten. 

WäMt man eine Rotationsfläche zweiter Ordnung, so 
berührt dieselbe nach 108. den Kugelkreis, die entsprechende 
Zyklide hat demnach zwei weitere, allerdings imaginäre Knoten- 
punkte. Einem allgemeinen Kegel zweiter Ordnung, dessen 
Spitze beliebig gelegen, entspricht eine Zyklide mit zwei 
reeDen konischen IQioten, von denen der eine in sich be- 
findet, der andere in dem der Spitze entsprechenden Punkte. 
Ein Eotationskegel zweiter Ordnung endlich geht wieder in 
eine Zyklide über mit zwei reellen und zwei imaginären 
Knotenpunkten. 

Gebt eine Fläche zweiter Ordnung durch hindurch, 
so ist ihr inverses Bild eine Fläche dritter Ordnung, welche 
JCx, noch als einfache Kurve enthalt. 

Eine beliebige Baumkurve p-ter Ordnung HP wird in 
eine Raumkurve R'^i" von der Ordnung 2p verwandelt, 
welche Kac, 2p-ma\ schneidet und p-mal durch geht. 
Trifft Hf den Kugelkreis -ff«. , so sondert sich für jeden ein- 
fachen Schnittpunkt eioe Miuimalgerade ab und die Ordnung 
der entsprechenden JR' wird um eine Einheit erniedrigt. Ein 
Beispiel bietet irgend ein Kreis, dessen inverses Bild, wie 
wir oben sahen, wieder ein Kreis ist. 
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Vn. Kapitel. 

Anwendungen der Transformation durch reziproke 
Radien. 

§ 26. Die stereographische Projelttioii. 

Allgemeine Sätze. 
119. Eine Ebene värd durch die Inversion in eine Kugel 
übergeführt. Wählen wir speziell eine die Inversionskugel 



in A berührende Ebene e 



) berührt auch die ents 





Kugel in Ä diese Ebene (Fig. 50) und der Durchmesser 2 a 
derselben wird gleich dem Radius *"d der Inversionskugel, also 



Sofern zwei entsprechende Punkte P und JP' stets auf einem 
Strahle durch liegen, erhalten wir die Abbildung dieser 
Kugel auf die Ebene e ganz unabhängig von der ßaum- 
transformation, indem wir die Kugelfläche aus auf die 
Ebene e projizieren. Dabei ist die Bildebene b zur Tan- 
gentialebene in an die Kugel parallel und berührt selbst 
die Kugel. Diese Abbildung der Kugel auf die Ebene be- 
zeichnet man als die gewöhnliche stereographisehe Pro- 
jektion. Die Abbildung ändert sich nur dem Maßstäbe 
nach, wenn man die Ebene e parallel verschiebt, sie z. B. 
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durch den MitteJpunkt der Kugel legt. Die Tangential 
in an die Kugel hat mit dieser zwei Minimalgerade ge- 
mein, deren unendlich ferne Punkte dem Kugelkreis an- 
gehören und für die Ebene e die Kreispimkte sind (vgl, 107.). 
Alle ebenen Schnitte der Kugel, d. h. ihre Kreise gehen 
folglich nach 101. wieder in Kreise der Ebene e über. Die 
Abbildung ist konform und für den Maßstab oder die 
Längenverzerrung erhalten wir nach Formel (14) von 112. 

A =, '^ _ __!___ 

wenn yj der Winkel ist, den der Durchmesser OA mit dem 
Strahle OP bildet. Führen wir den "Winkel u ein, den MP 

mit der Horizontalen einschließt, so ist yi — 45" + -^ und 
die Längenverzerrung wird auch gegeben durch 



cos^liö" + - 



Wir können also folgende Sätze aussprechen; 

„Bei der stercographisehen Projektion gehen alle 
Kreise der Kugel wieder in Kreise der Bildebene 
über und umgekehrt. Der Mittelpunkt eines Kreises 
der Bildebene ei^bt sich als Projektion des Poles 
des entsprechenden Kreises der Kugel. Die Ab- 
bildung ist konform, jedes Orthogonalsystem auf der 
Kugel geht in ein Orthogonalsystem der Ebene über." 
Wir führen ferner noch folgenden Satz an, den man in 
der Theorie der Flächen beweist: 

Die stereographische Projektion ist die einzige 
und allgemeinste konforme Abbildung der Kugel auf 
die Ebene, welche jeden Kreis wieder in einen Kreis 
überführt. 

Die stereographische Polar- und Äquatorial- 

projektion. 
120. Wollen wir die sterec^raphische Projektion zur 
Abbildung der Erdoberfläche, also zur Hersteülung einer 
Karte verwenden, so haben wir zunächst das auf der Erd- 
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Oberfläche übliche Koordinatensystem der Langen- und Breiten- 
kreise darzustellen. Aber diese Darstellung richtet sich wieder 
darnach, wie wir das Zentrum der Projektion in Beziehung 
auf dieses Koordinatensystem annehmen. Die einfachste 
Möglichkeit ist die, daß wir das Projektionszentrum in einen 
der Pole, z. B. in den Nordpol verlegen und als Bildebene 
mithin die Tangentialebene im Südpol 8 benutzen. Dann 
gehen alle Meridiane in gerade Linien durch S über und 




Fig. 51. 



alle Breitenkreise in konzentrische Kreise mit S als Mittel- 
punkt. Die Konstruktion dieser Karte ist aus Fig. 51 leicht 
zu entnehmen, welche die Abbildung der südlichen Halb- 
kugel darstellt. Der punktierte Kreis gibt den Eadius der 
abgebildeten Kugel und auf der Tangente die Radien der 
Bilder der Parallelkreise. Die Längenverzerrung wird für 
den Punkt 8 und in seiner nächsten Nähe nach der obigen 
Formel = 1 , in einem Abstand von 60" von S, was der 
südl. geogr. Breite 30" entspricht (^ = 30"), wird sie f = 1,33, 
so daß die Flächenverzerrung \^ = 1,78 und für die Punkte 
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des Äquators (yi = 45'') ergeben sich die Werte 2 und 4 . 
Diese bereits sehr starke Vergrößerung der Fläche läßt die 
Projektion im allgemeinen mehr für die Umgebung des Poles 
als geeignet erseheinen. Man bezeichnet den so hergestellten 
Kartenentwurf als stereographiache Polarprojektion 
oder als winkeltreue azimutale Polarprojektion. Diese 
Abbildung wurde schon von Hipparch (160—125 v. Chr.) 
zur Herstellung von Himmelskarten verwendet. Für geo- 
graphische Karten benutzte sie erst der Niederländer Gemma 
Frisius (1540). 




Eine zweite, ebenfalls sehr einfache Darstellung erhalten 
wir, wenn das Zentrum der Projektion auf dem Äquator an- 
genommen wird. Wählen wir diesmal, der einfachem Kon- 
struktion wegen, die Ebene durch den Mittelpunkt der Kugel 
als Bildebene. Sie sei gleichzeitig die Zeichenebene und wir 
geben uns in Fig. 52 den Kreis ANQS als Schnitt mit der 
Bildebene. Das Zentrum der Projektion liegt senkrecht über 
dem Mittelpunkt dieses Krefaes. Der Äquator geht dann 
in die Linie ÄQ über und die Längen- und Breitenkreise 
werden auch im Bilde wieder Kreise. Wir zeichnen letztere, 
indem wir nach dem obigen Satj;e S. 224 ihre Mittelpunkte 
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konstruieren. Diese sind die Bilder der Pole der Kugelkreise. 
Für die Breitenkreise liegen sie alle auf der Linie NS, für 
die Meridiane fallen sie ins Unendliche, so daß wir durch 
den Mittelpunkt der Projektion lediglich eine Senkrechte auf 
die Ebene des Meridians zu fällen brauchen. Alle diese 
Mittelpunkte liegen auf der Linie ÄQ. Die punktierten 
Linien geben die Konstruktion. Die Kreise sind in Inter- 
vallen von je 15" gezeichnet. Man bezeichnet diesen Karten- 
entwurf als Btereographische Äquatoriaiprojektion, 
In ähnlicher Weise läßt sich auch der allgemeine Fall, wo 
das Zentrum der Projektion beliebig auf der Erdkugel an- 
genommen wird, behandeln. Wichtiger ist jedoch eine aus 
der Polarprojektion abgeleitete Abbildung. 

Die Mercatorprojektion. 
121. Bilden wir nämlich jetzt die F^, 51 nochmals nach 
der in 64. erörterten Methode ab, indem wir setzen 

W == ü -{- iV= log^' = log{3;' -\- iy') , 
so wird dann 

U= Ioge'= logyi'M^ = log{2ötg(45« - 1)1 



wobei der Wert von q' der Fig. 51 entnommen ist, während 
V die geographische Länge eines Punktes der Kugel; zur 
Vereinfachung sei der Durchmesser der Kugel gleich der 
Einheit, also 2 a = 1 , wodurch ja nur der Maßstab des 
Bildes eine Änderung erleidet Dann erhalten wir 



U= logtg(45ö 



r=v. 



Das orthogonale System der Meridiane und Breitenkreise geht 
wieder iu das ortliogonale System der Parallelen zur U- bzw. 
F- Achse über {Fig. 48 b), Diese winkeltreue Abbildung wird 
als Mercator-Projektion bezeichnet nach Gerhard 
Kremer, genannt Mercator (-j- 1594), der sie 1569 ohne 
Angabe über ihre Entstehung veröffentlicht hat. Ihre große 
Bedeutung für die Nautik ergibt sich aus folgender Eigen- 

15* 
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Schaft. Die Bewegung eines Schiffes oder seinen Kurs be- 
stimmt man, indem man mit dem Kompaß (len Winkel mißt, 
unter welchem es die Meridiane sclmeidet. Wird dieser 
„Kurswinkei" konstant gebalten, so beschreibt das Schiff auf 
der Kugel eine sogenannte „Loxodrome". Diese Kurve schneidet 
also alle Meridiane unter dem gleichen Winke! und sie hat 
die Pole zu asymptotischen Punkten, denen sie sich in un- 
endlich vielen Windungen fort und fort nähert. Auch die 
Meridiane selbst und die Parallel kreise samt dem Äquator 
können als Loxodromen aufgefaßt werden, die dem Kurs- 
winkel bzw. 90" entsprechen. Wegen der konformen Natur 
der Mercatorkarte geht dann aber eine Loxodrome über in eine 
Kurve, welche alle Parallelen zur Ü-Achse unter dem näm- 
lichen Winkel schneidet, also in eine Gerade, Diese Linie 
kann zwischen zwei gegebenen Punkten der Karte leicht ein- 
getragen und danach der Kurs des Schiffes ermittelt bzw. 
kontrolliert werden. Deswegen findet dieser Kartenentwurf 
als Seekarte seine hauptsächlichste Anwendung, Er gewinnt 
ferner an Bedeutung durch folgenden Satz: Die Mercator- 
projektion ist die einzige konforme Abbildung der Kugel 
auf eine Ebene, welche die Loxodromen in gerade Linien 
überführt. Näherungsweise kann man die Mercatorkarte 
in folgender geometrischen Weise erhalten: man konstruiere 
einen Zylinder, der die Erdkugel längs des Äquators be- 
rührt; auf ihn projiziere man aus dem Mittelpunkte der Kugel 
die Meridiane und Breitenkreise und wickle diesen Zylinder 
sodann ab. Man erhält dadurch eine mit der Mercatorkarte 
in den Meridianen übereinstimmende Abbildung; der Fehler 
in den Breitenkreisen aber wird um so größer, je weiter 
mau sich vom Äquator entfernt Zum Zwecke genauerer 
Orientierung in der Herstellung vonKWten vgl. man Zöppritz: 
Leitfaden der Kar tcnentwurfsl ehre. 2. Aufl. von Bludau. 
Leipzig 1899. 

Stereographische Projektion eines Kristalles. 
122. Auch in der Kristallographie wird die stereographische 
Projektion verwendet, namentlich um die Zonen Verhältnisse 
eines Kristalles übersichtlich zur Darstellung zu bringen. Die 
Gesamtheit der Flächen eines Kristalles, welche einander in 
parallelen Kanten durchsehneiden, nennt man bekanntlich eine 
„Zone", derartige Flächen selbst „tautozonal" und die 
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Richtung, zu der alle Flächen einer Zone parallel sind, die 
„Achse" der Zone. Um nun die stereographische Projektion 
einee Kristalls, die auch als „sphärische" bezeichnet wird, 
zu zeichnen, denkt man sich zunächst um einen Punkt des 
Kristalls als Mittelpunkt eine Kugel von beliebigem Radius 
gelegt. Vom Mittelpunkte werden sodann Senkrechte auf die 
Kristallflächen gefällt und deren Schnittpunkte mit der Kujjel 
ermittelt. Jeder Fläche entspricht demnach der eine oder 
andere Endpunkt eines Durchmessers, den man den Pol der 
Fläche nennt. Die Flächen einer Zone liefern Lote, welche 
der Ebene angehören, die durch den Kugelmittelpunkt senk- 
recht zur Achse der Zone geht. Die Pole der Flächen einer 
Zone liegen fo^lich auf einem Hauptkreise der Kugel. Diese 
Kugel wird nun atereographisch in eine Ebene abgebildet, welche 
durch den MittelpunktderKugel geht. ManwähltzudemZwecke 
etwa die Zone aus, welche die meisten Flächen enthält und 
legt die Bildebene senkrecht zur Achse dieser Zone. Die 
Pole dieser Zone liegen dann auf dem größten Kreise, wo- 
nach diese Ebene die Kugel schneidet. Als Zentrum der 
Projektion wählt man einen der Endpunkte des Durclunessers, 
der auf der Bildebene senkrecht steht und projiziert die 
unterhalb der Ebene gelegenen Pole aus dem oberhalb der 
Ebene gelegeneu Punkte und analog die unterhalb der Ebene 
befindlichen Punkte der Kugel aus dem andern Durehmesser- 
endpunkte. In der Bildebene erhält man dadurch an Stelle der 
Pole neue Punkte, an Stelle der Zonen Kreise und die Flächen 
einer Zone liefern auch im Bilde Pole, welche dem Bild- 
kreise der Zone angehören. Eine ausführliche Erörterung 
darüber findet man in den Lehrbüchern der Kristallographie, 
z. B. bei Groth: Physikalische Kristallographie. 4. Aufl. 
Leipzig 1905, 

Anwendungen in der Funktionentheorie. 
123. Die stereographische Projektion läßt sich auch 
verwenden, um eine ganze Reihe anderer Abbildungen ab- 
zuleiten. Denken wir uns zunächst eine Kugel gegeben und 
in den Endpunkten A und Ä' eines ihrer Durchmesser die 
Tangentialebenen e und e' konstruiert, so können wir einen 
Punkt (P) der Kugel aus A und A' in die Ebenen e' und e 
projizieren. Ordnen wir diese Bilder P' und P einander zu, 
so werden durch diese doppelte Abbildung der Kugel die 
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Ebenen e uud e' offenbar kreisverwandt aufeinander be- 
zogen. A und Ä' sind die Zentralpunkte (vgl. 51.). 

"Wählen wir dagegen it^nd eine andere Ebene jj, senk- 
recht zum Durehmesser AA' und projizieren einen Punkt (P) 
der Kugel wieder aus A und Ä' in diese Ebene nach P 
und P', so bildet sich in dieser Ebene eine Inversion aus, 
welche den reellen oder imaginären Schnitt der Ebene ij mit 
der Kugel ala Inversionakreis besitzt 

Unter Benutzung einer einzigen Projektion können wir 
eine in der Ebene e (Fig. 50) gegebene Verwandtschaft auf 
die Kugel übertragen. Denn entspricht in der Trans- 
formation der Ebene e einem Punkte P' ein Punkt P", sind 
femer P und P die Projektionen von P' und F" auf die 
Kugel, so besteht auch zwischen P und P auf der Kugel 
eine ein-eindeutige Verwandtschaft. Diese Transformationen 
der Kugel gewinnen namentlich dann ein Interesse, wenn 
die Punkt Verwandtschaft in der Ebene e durch eine Be- 
ziehung zwischen zwei komplexen Variabein s' und s" ge- 
geben ist. Dies führt nämlich zu der Auffassung, eine kom- 
plexe Variabel ä' direkt auf der Kugel zu deuten. In der 
Tat ist der Punkt P' der Ebene e der Repräsentant de.'^ 
komplexen Wertes z' = x' -i-i^' , so können wir jetzt auch 
die Projektion P von P' auf die Kugel als Bild der Große g' 
ansehen. Es wird also dann jedem Kugelpunkte diejenige 
komplexe Zahl zugewiesen, die bisher seinem stereographisohen 
Bilde zugeordnet war. Zur Veranschaulichung der Werte 
einer komplexen Veränderlichen hat die Kugel vor der Ebene 
den Vorzug, geschlossen zu sein. Das Unendliehferne 
der Ebene e, das durch s' = oo bestimmt wird, geht in den 
Pnnkt der Kugel über. 

Die Formeln der Abbildung. 
124. Es ist nun aber notig, auch die Formeln aufzu- 
stellen, welche die Koordinaten eines Punktes P' mit denen 
seines Bildpunktes P auf der Kugelflaohe in Zusammenhang 
bringen. Nehmen wir den Mittelpunkt M der Kugel als 
Anfangspunkt des räumlichen Koordinatensystems, MA als 
positive X-Achse, während A der Anfangspunkt für das 
ebene Koordinatensystem sei, deren X'- und F'-Aehse die 
Bilder der X- bzw. F-Aehse sind. Fig. 50 stelle den Schnitt 
mit ii^end einer durch die 2'-Achse gehenden Ebene vor. 
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Bezeichnen wir mit m und v die Breite bzw. Länge auf der 
Kugel, so wird diese dargestellt durch die Gleichungen 

Ix = a- eosM-cosii 
y = a- cosM- sin« 

Ist weiter q' der Abstand AV, so gilt die Proportion: 

__il _ 2ct __ 2 

a coai* a-\- a siuM 1 + sinw ' 
also 

, 2(('C08i( 

1 4- sinw 
Für die Koordinaten x', y' des Punktes P' erhalten wir 
demnach 



Da aber sin« = — , 1 -; 
so wird ** 



1 -|- siuM 



2» 



a + Ä 



Um andererseits die Kooi'dinaten x,y,s eines Punktes der 
Kugel durch x', y', q' auszudrücken, leiten wir aus der 
letzten Gleichung den Wert von s ab und finden: 

iu Gleichungen werden 



4ö!^ + e'^ 



4a3 + e'^ 
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Die Gieichungen (3) und (4) nehmen folgende etwas ein- 
fachere Form an, wenn wir den Durchmesser der Kugel der 
Einheit gleich, also 2a = 1 setzen: 



(5) 



e^=i 



2 i + e 



Zwei Transformationen der Kugel in sieh. 

125. Wir wollen diese Formeln benutzen, um zwei 
sehr bekannte Verwandtschaften der Ebene auf die Kugel 
zu übertr^en. 

Es sei zunächst eine Transformation durch reziproke Radien 
gegeben mit einem festen Kreise vom Radius 2 a, so daß also 



x'^ + tl 



_- = 4«2.- 



(7) 



Jedem Punkte P' der Ebene entspricht ein Punkt P", und 
die Bilder von P' bzw. P" auf der Kugel seien P bzw. P , 
ihre Koordinaten x, y, s bzw. X, Y, Z. Dann ist 

^ . „ x" Aa^-x' 

Für Y finden wir die gleiche Beziehung, dagegen wird 

^ + lQa* '~ ^ ' 
"Wir erhalten folglich 

(8) X = x, Y^y , Z^~s, 

und diese Gleichungen stellen eine Spiegelung an der 
XY-Ebene, d. h. an der Äquatorebene vor. Dies ist mit- 
hin auf der Kugel das Bild der gewöhnlichen Inversion, 



Z=a- 
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Als zweites Beispiel ■wählen wir die Transformation 



wo a reell sein bo!1. Es ist foiglieh 

Ganz in der gleichen Weise wie vorher erhalten wir auf 
der Kngel 

(10) X = x, Y==-y, Z^-s:. 

Es ist also bloß noch eine Spiegelung an der 2X-Ebene 
hinzugekommen im Einklang mit der schon früher (47.) er- 
örterten Zerlegung der Transformation (9). Die beiden 
Spiegelungen an den zueinander senkrechten Ebenen lassen 
sieb aber, wie die Betrachtung sofort lehrt, durch eine 
Drehung der Kugel um die Z-Achse ersetzen und zwar 
um einen Winkel von 180". In der Tat sind die Punkte 
s'= ^2« oder x'= +2a die Koinzidenzpunkte der Trans- 
formation (9), und ihnen entsprechen als feste Punkte auf 
der Kugel die Endpunkte des in die X- Achse fallenden 
Durchmessers. Das Bild der Transformation (9) auf der 
Kugel ist demnach eine Drehung derselben um die X-Achse 
um einen Winkel von 180». 

Räumliche Kollineationen, welche die Kugel in sich 
überführen. 
126. Es ist von Interesse, auch die allgemeinen Ki-ei«- 
verwandtschaften auf die Kugel zu übertragen. Man kann 
sie nämlich über die Kugel hinaus zu einer Eaumtransfor- 
matiou erweitern durch folgende Überlegung: Irgend eine 
Ebene im Räume schneidet aus der Kugel einen reellen 
oder imaginären Kreis aus; wird dieser in die Ebene e pro- 
jiziert, ao entspricht ihm vermöge der Kreis Verwandtschaft 
wieder ein Kreis. Dieser liefert, auf die Kugel projiziert, 
abermals einen Kreis, und die Ebene dieses Kreises ordnen 
wir der ersten Ebene zu. Ob die erste Ebene die Kugel 
in einem reellen oder imaginären Kreise schneidet, macht 
für die analytische Behandlung keinen Unterschied. Dabei 
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brauchen wir nicht die allgemeinste Kreis Verwandtschaft 
s'—{a/'-\-b)j(c0"-\-ä) in der Ebene £zu verwenden, sondern 
können uns auf die einfacheren Transformationen 

(10) 2'= 4. 3'= As", s'=s"+A 

boschränken, aus denen sieh (47.) die allgemeine Kreisver- 
wandtschaft zusammensetiien läßt. "Wir wollen für die erste 
dieser Transformationen die Rechnung durchführen, für die 
beiden andern die Resultate angeben. 

Es sei eine beliebige Ebene im Räume angenommen: 
(12) ax + ßy + ys+d = 0. 

Dieselbe schneidet aus der Kugel eineu (reellen oder ima- 
ginären) Kreis aus, für dessen stereographisches Bild sich 
unter Benutzung der Gleichungen (4) ergibt: 

oder 

(d-ay){x'^ + l,'^)-\-ia^ax'+ßif') + la^iay + d) = 0^ 

Als entsprechenden Kreis in der Ebene erhalten wir durch 
Anwendung der Substitution 

^'-|W. y'-f^i. 9'V"-i 

den folgenden: 

ia\ar + ö){x"^ + i/"'') + ia-^ . {ccx" - ßy") -\- (ö~ay)^0 . 

Er ist jetzt auf die Kugel zu projizieren unter Benutzung 
der Eormela (3), wodurch wir finden: 

(d-ay)(a + Z)^ + Sa^{o^X^ ßY)ia+ Z) 

+ 16a*{ay + ö){X^ + Y^)^0. 
Die Gleichung der Kugel 

X^ + Y^ = a^~Z^^{a-Z)(a + Z) 
erlaubt es uns, die obige Beziehung in eine lineare au ver- 
wandeln, indem sie nach Unterdrückimg des Faktors a + Z 
in die folgende übergeht: 

{d-ay){a + Z) + 8a^xX-ßY) + lQa^(ay + ö)(a-Z)=0. 
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Dies ist die Gleichung der Ebene des entsprechenden Kreises 
auf der Kugel, Wir ordnen dieselbe nach den Größen 
X, ß, y, d, am sie mit (12) zu vergleichen: so ergeben sich 
die Trausf ormationsformeln : 





Sii'X 




(1 + 16 


«') + {l-16o«)Z 
Sa'T 




o(l + 
„ «(1 


16o') + (l-16»<)Z 
-16«') + (1 + 16»«) 


Z 



a(l+16<J») + (l-16o«) 
Für die beiden andern Transformationen 

3'= As" und s'=^"+A, 
in denen die liomplexe Zahl die Form hat 

k-A+iB, 
leitet man ganz in der gleichen Weise die Gleichungen ab 
•ia(ÄX—Br) 
' a + Z+{A' + B'}(a~Z} 

2 a{B X + AT) 

"a+Z+[A' + B')la~Z) 

a + Z— (A' + B')(a — Z) 
"'l + Z+{A' + B')lfi-Z)' 

, ZaX + A{a + Z) 

'ia{AX-\-B'Z)+(ia'+A'+B'i{a+Z)+ia'la-Z) 

, 2aY+B(a + Z) 

'ia(ÄX+BT)+{ia'+A'+B'j{a+Z)-i-ia'{a-Z) 
4,a{AX+BY)+(A'+B'~ia')ia+Z ) +ia'(a~ Z} 

''ia{AX+BY)+Ha'+A'+B'){ci+Z)+ia'ia-Z)' 

Die Gleichungen (13), (14), (15) stellen aber KoUineationen 
des Raumes dar, welche natürlich die Kugel in sich selbst 
überführen, folglich wird auch der allgemeinen Ki«isverwandl> 
Schaft in der Ebene eine solche kollineare Beziehung des 
Raumes zugeordnet werden können. Umgekehrt wird jede 



(15). 
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kolliiieare EaumtranaformatioE, welche eine Kugel in sich 
überführt, durch Vermittlung der stereographischen Pro- 
jektion in einer Tangentialebene der Kngel eine Kreis- 
Verwandtschaft erzeugen. 

Wir haben aber (G. T. I. S. 300f.) gesehen, wie sieb 
die Geradenseharen eiuer Fläche zweiter Ordnung verhalten 
müssen, wenn diese durch eine Kollineation in sieh übergebt, 
wobei nur zu beachten, daß die auf der Kugel gelegenen 
imaginären Geraden punktiert sind, d. h. immer nur einen 
reellen Punkt enthalten. Um nun zu entscheiden, welcher 
der beiden Fälle hier vorliegt, können wir uns wieder auf 
die drei Verwandtschaften (11) beschränken und die Er- 
zeugenden der Kugel herausgreifen, welche in der Tangential- 
ebene Z — a liegen. Eine leichte Rechnung zeigt, daß diuse 
Erzeugenden bei der ersten und dritten Ti'ansformation ilire 
entsprechenden Geraden nicht treffen, während sie bei der 
zweiten mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Folglich 
wird jede Regelsehar in sich übergeführt, entsprechend dem 
Falle a) S. 301, und das gleiche gilt für die aus der all- 
gemeinen Kreis Verwandtschaft abgeleitete Kollineation. 

127. Weitere Eigenschaften dieser kollinearen Eaum- 
transformation ergeben sich aus der Kreisverwandtschaft. 
Diese besaß (vgl. öl.) zwei immer reelle Koinzidenzpunkte. 
Ihnen entsprechen auf der Kugel zwei Doppelpunkte M 
und JV" der Kollineation. Ist a die Verbindungslinie MN , 
so entspricht jedem Kreise der Kugel, der durch M und N 
geht, wieder ein Kreis von der gleichen Eigenschaft oder, 
was das gleiche besagt, der Ebenenbüschel a geht projektiv 
in sich selbst über. Daraus folgern wir weiter, daß die 
Tangentialebenen in M und N an die Kugel sich bzw. selbst 
entsprechen. Sie enthalten die imaginären Doppelgeraden 
der projektiven Kegel scharen. 

Ist ö die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen, so 
entspricht sich auch die Punktreihe & in der Kollineation 
selbst, und sie besitzt imaginäre Doppelpunkte, nämlich die 
Schnittpunkte mit diesen Doppelgeraden. Auch der Ebenen- 
büsohel 6 geht in sich selbst über und hat in den Tangential- 
ebenen durch h an die Kugel reelle Doppelelemente. Seine 
Ebenen sehneiden auf der Kugel ein zweites, zum ersten 
orthogonales Kreissystem aus: Beide Kreissysteme haben 
ihre Bilder in dem Kreisbüschel durch die Koinzidenz- 
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punkte und dem daza orthogonalen. Die RaumkoUineation 
hat vier Doppel jiunkte, von denen zwei reell {M, N) und 
zwei {auf b) imaginär sind. 

Es kann aber auch, Was nicht bewiesen werden soll, 
der Fall eintreten, daß sieh alle Ebenen durch a oder alle 
Ebenen durch b selbst entsprechen; dann ist die zugehörige 
Kollineation eine axiale (vgl. G. T. I, 8. 276); sie wird eine 
gescharte, wenn beides eintritt. Das letztere trifft z. B. zu 
bei der als zweites Beispiel (8. 233) betrachteten Transfor- 
mation, welche eine Drehung der Kugel um 180" um einen 
Durchmesser lieferte. Überhaupt könnte man die Formeln 
für die Drehung einer Kugel um einen Durchmesser oder 
fiir die Drehung eines starren Körpers um einen festen 
Punkt (die sog. Eulerschen Gleichungen) aus diesen Eaum- 
k ollin eattonen ableiten. Man vei^leiehe darüber die Arbeiten 
von Euler (1, 2) und Cayley {3, 4), sowie die Darstellung 
in Lindemanns Vorlesungen über Geometrie, 2. Bd., I.Teil, 
8. 610 und Burkhardts schon auf S. 98 unten zitiertes 
Buch, 8. 52. 
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§ 27. Die Kugelgeometrie. 

Orthogonale Kugeln. 
128. 8ind zwei Kugeln gegeben 

(1) K ^ Hx^ + ?,^ + 3^) + 2{Ax + By + C^) + D = 

(2) Kl = A,(a;ä + tf^+ sä) + 2{^i a; + B^y + 0^0) + D,^0 

und haben beide einen reellen Kreis gemein, so kann man 
den "Winkel 9, unter dem sich die beiden Flächen durch- 
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setzen, als den Winkel der Normalen leicht berechnen. 
Man erhält 

(3) cosa - -^<^^- + ^^- + g^-' ZJ*g-> *■ JL_ . 

Der Ziüiler gleich Null gesetzt gibt in 

(4) 2 (AA.^ + BB^ + GC^) - (A Z>i + A^ D) = 

die Bedingung dafür, daß beide Kugeln sich orthogonal 
durchsetzen. 

Schreiben wir die Gleichung der Kiigel in der Form 

(5) K^ x^+y^-\-3^ — 2{ax -^ly -{■ es) -\- p = Q , 

so hat ihr Mittelpunkt die Koordinaten a,h,c, und es wird 

p = ([3 + &a + cä — r% 

wobei r der Radius der Kugel. Diese Größe p ist die 
Pot«nz des Koordinatenanfanges in bezug auf die Kugel. 
Die vier Größen a, h, c, p kann man nach dem Vorgange 
von Heye (1) als die Koordinaten einer Kugel bezeichnen. 
Denn werden dieselben irgendwie angenommen, so ist da- 
durch immer eine Kugel bestimmt. Dieselbe kann natürlich 
auch imaginär sein, wenn der Ausdruck 



imaginär ist. Hat mau eine zweite Kugel % , ^i , <^i j jPi f 
so wird der Kosinus (' " ' 



at mau eine zweite 
nus des Neigungswi 

(6) 00,8- "'"■'■ + "'+.';°''-"'+^'' 

und die Bedingung für orthogonales Schneiden 

(7) 2{aa^ +h\ + tcj - {p + p^) = . 

Sind M und M^ die Mittelpunkte dieser beiden Kugeln 
und haben sie reelle ßadien r und r^ , so ist 

rä + rf = MmI . 

Ist der eine Radius r^ imaginär von der Form ig^, so geht 
diese Beziehung über in 
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Die Kugel vom gleichen Mittelpunkte M^ , aber dem Radius q^ 
wird also von der ersten Kugel in einem Hauptkreise 
geschnitten. Diese Eigenschaft tritt an Stelle des ortho- 
gonalen Schnittes, wenn die eine Kugel imaginär ist. 
Sind K Kugeln gegeben in der Form (5) 

wählen wir n beliebige Zahlen Ä^ , Äg , . . . , ft„ und bilden 
die lineare Verbindung 

(8) 2'ktS:t=^\K^+\K, + ... +fe„jr„ = o, 

80 stellt auch diese Gleichung eine Kugel vor mit den Ko- 
ordinaten 

^^' ^-^rv' ^^k~' '"'zh' ^~^w 

Schneidet die Kugel (8) alle Kugeln K^,K^,...,K^ ortho- 
gonal, so gelten die T 



(10) 



2{«a, -l-i6i +eci) — (j>+i>i) = 
2(aaa +6*2 + cca) — (i'-|-i'3) = 



l 2(aa„-^6S„-|-cc„) — {j)+p„) = 0. 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Eeihe nach mit 

\,1(^,,. .,hK und addieren, so ergibt eich nach Division 

mit 2hi 

und dies ist die Bedingung daEür, daß die Kugel K die be- 
liebigeKugel (8) orthogonal schneidet. Der Mittelpunkt dieser 
Kugel (8) hat — dieselbe mag reell oder imaginär sein — dem- 
zufolge gleiche Potenz in bezug auf alle Kugeln, welche durch 
die Gleichung (8) dargestellt werden. Es folgt mithin: 

„Trifft eine Kugel n Kugeln orthogonal, so kommt 
ihr die gleiche Eigenschaft za. in bezug auf jede Kugel, 
deren Gleichung eine lineare Verbindung der ge- 
gebeneu Kugelgleichungeu ist, und der Mittelpunkt 
dieser Kugel hat die gleiche Potenz in bezug auf 
alle solche Kugeln." 
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Die Ortbogonalkagel zu vier Kugeln. 
129. Bestimmt ist eine Kugel K, wenn sie vier ge- 
gebene Kugeln Kl, K^, K^, K^ orthogonal schneiden soll. 
Denn die vier ersten Gleichungen des Systems (10) liefern 
ein einziges Wertsystem a, h, c, p. Zwischen den Ko- 
ordinaten «1 , öl , c^ , Pi , «2 ) &a , Cj , pa , . . . , «5 ! ^ . C5 ! JJj 
von fünf Kugeln, welche die gleiche Kugel orthogonal 
treffen, besteht die Beziehung (vgl. S. 82) 

«i fti Ci J>i 

«s h 'h Ih 

«i &t <^4, Pi 

Multiplizieren wir in dieser Determinante die erste Kolonne 
mit —2x, die zweite mit —1y, die dritte mit —23, die 
fünfte oder letzte mit x^ + y"^ -\~ s^ , wo a:,i/,s irgend ein 
Punkt im Räume sein soll und addieren alle diese Kolonnen 
zur vierten, so treten in dieser die Potenzen Ki,,..,Kf, 
dieses Punktes in bezug auf die fünf Kugeln JS'i = auf. 
Wir entwickeln ferner diese Determinante nach den Gliedern 
der vierten Kolonne und erhalten, wenn mit MiMiiMiMm 
das Volumen des von den Mittelpunkten Mi, M^, Mi, M^ 
der Kugeln Ki, Kk, Ks, Km gebildeten Tetraeders samt 
seinem Vorzeichen bezeichnet wird, 

Ki-M^MsM^M^-K^-M^MsM^M^+Ks-MiM^M^M^ 

-~K^-MiM,M^M^+KyMiM,MsM, = 0. 

Diese Relation besteht also zwischen den Potenzen eines 
beliebigen Punktes in bezug auf fünf zur gleichen Kugel 
orthogonale Kugeln. Liegt der Punkt speziell auf der 
Kugel K^ , so ist für ihn K^ ~0, und die obige Beziehung 
geht über in die folgende 
Kl • M^M^M^M^ - K^-MiM^MiM^ + Ks-M^M^M^M^ 
~K^-MiM,MsM^^O. 

In dieser Form muß folglich die Gleichung der fünften Kugel 
erscheinen. Die Volumina der Tetraeder, welche der Mittel- 
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punkt Jfa mit je drei der vier Punkte M^, M^, Mg, M^ 
bestimmt, können wir aber als Koordinaten k^, k^, kg,h^ 
einführen (G, T. I, 36. S. 56), indem wir setzen 

Qk^^M^M^MsM^, 
und erhalten dann für die fünfte Kugel: 

(11) k^Kt + h^2 + h^s + h^4, = . 

Sie maß mithin dem durch die vier ersten Kugeln bestimmten 
System angehören, was sich von selbst versteht; gleich- 
zeitig aber haben wir für die Parameter Ä; in der Gleichung 
dieses linearen Systems eine elegante geometrische Deutung 
gewonnen. 

Die Kugel, welche von den fünf Kugeln K^, . . ., Kr^ 
orthogonal geschnitten wird, ist die Orthogonalkugel oder 
auch die Jacobische Fläche des Systems (11). Ihre Glei- 
chung in den Koordinaten ft,- läßt sieh leicht ableiten. Denn 
jeder Punkt dieser Orthogonalkugel kann als eine Punkt- 
kugel aufgefaßt werden, und umgekehrt muß jede Punkt- 
kugel des Gebüsches auf der Orthogonalkugel gelegen sein. 
Wir haben also lediglich die Bedingung dafür aufzustellen, 
daß der Radius einer Kugel des Gebüsches (11) Null wird. 
Diese wird aber 

{Sk dif- + {Skibg)^ + i^kicy - SkiSkipt = 
oder 

^ma^t + hl + ci-pi) 
+ Skiki-{2(a,a -f- hh + c,c)- (j>,--Fi>;)> = . 
Bezeichnen wir die Radien der vier Kugeln K^^, . . ., K^ 
mit r^,,..,r,j, femer den Winliei, unter dem sich die 
Kugeln Ki und Ki schneiden, mit du, so ei^bt sich unter 
Benutzung von Formel (6) die Gleichung 

(12) Sirm + l-SrrrQo&dahik =0. (*,ft = 1, 2, 3, 4) 
Dies ist die Gleichung der Orthogonalkugel, Sie vereinfacht 
sich noch mehr und wird 

(13) rik\ -\-Tlhl^ rlh\ -H rm = , 

Doehlemunii, Geometrische Tiai 
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wenn die vier Kugeln Ki ßieli paarweise stets orthogonal 
treffen, also cosft; = ist. Vier derartige Kugeln kann 
man sich in folgender Weise verschaffen: Zwei Kugeln, 
etwa K^ und K2 , werden orthogonal angenommen ; dann liefert 
jeder Punkt ihrer Potenzebene den Mittelpunkt einer dritten 
Kugel Kg, welche K^ und K^ ortliogonal trifft. Die drei 
Kugeln KjyK^fK^ endlich bestimmen ein Bündel, und 
jeder Punkt seiner Potenzachse kann als Mittelpunkt einer 
Kugel Ki genommen werden, welche K, , K^, K^ ortho- 
gonal eehneidet. 

Die einfachsten Kugelmannigfaltigkeiteu. 
130. Wir hahenin 115. gesehen, daß eine Inversion die 
Kngel (1) überführt in die andere: 

D{x^ + ^" + ^^) + 2 k{Äx + By + Cs) + fc^A = . 
Dieser einfache Sata gestattet uns nun eine ganze Anzahl 
eleganter Anwendungen. Zunächst geht auch die durch (8) 
dargestellte Kugel wieder in eine solche über, und zwar 
wird diese: 
{x^ + «/2 + ^^)2:hip, ~2k- {xZaiki + y^hki + zZcihi) 
+ k^lkt^O , 
und diese Gleichung können wir auch schreiben: 

wobei 

Kl = pi(x^ + y^ + s^} — 2k(a(X + hy + C;g) + k'^ki = . 
Das lineare System wird also wieder in ein solches trans- 
formiert Betrachten ivir jetut spezielle Fälle. 

Benutzen wir zwei Gleichungen Ä^ = und Äj = , 
so stellt 

\Ki + \K2=(i oder Ky-\-y.K^ = Ü 
ein Kugelbüschel vor. Alle co' Kugeln desselben gehen 
durch den reellen oder imaginären Schnittkreia der beiden 
Kugeln K^ und K^ . Die Ebene dieses „Grundkreises" ist 

Ki-K^=Q oder K^^'K^, 
und diese letjite Porm zeigt ohne weiteres, daß alle Punkte 
dieser Ebene gleiche Potenz in bezug auf K^ und K^ haben. 
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Nach dem Satze von 128. haben diese Punkte dann aber 
gleiche Potenz in bezog anf alle Kugeln des Büschels. 
Jeder Punkt dieser Potenzebene kann als Zentrum einer 
Kugel dienen, welche alle Kugeln des Büschels orthfi- 
gonal trifft. 

Die Mittelpunkte aller Kugeln des Büschels liegen anf 
einer Geraden g, der „Achse" oder „Zentralen"; auf ihr 
schneiden alle Kugeln des Büschels eine Punktinvolution 
aus. Die Doppelpunkte derselben geben die im Büschel 
enthalteneu Kugeln vom Radius Null, die „Punktkugelii" 
oder „Grenzpuiihte". Die Orthogonalkugeln des Büschels 
müssen auch diese Punktkugeln orthogonal schneiden, d. h, 
sämtlich durch sie hindurchgehen. 

Als inverses Bild des Büschels erhalten wir wieder ein 
Büschel; der Grandkreis des einen entspricht dem Grund- 
kreise des andern; der Potenzebene des ersten Büschels 
entspricht die Kugel des zweiten Büschels, welche durch 
den Inversionsmitteipunkt geht; die Zentrale g des Büschels 
geht in einen Kreis über, welcher, in der Ebene (Og) ge- 
legen, alle Kugeln des zweiten Büschels orthogonal schneidet; 
sein Mittelpunkt liegt also in der Potenzebeue des zweiten 
Büschels. 

Gehen wir aus von drei Kugeln KijK^, E^ und bilden 

k,K,+k^K,+hsK3=0 oder K^ + tcK^ + kK^ ^0 , 
so erhalten wir 00^^ Kugeln, entsprechend den beiden wesent- 
lichen Parametern k und X, welche ein Kugelnetz oder 
Kugelbündel bilden. Die drei ursprünglichen Kugeln 
schneiden sich in zwei Punkten, den Punktkugeln des 
Bündele, welche ersichtlich allen Kugeln des Bündels ge- 
mein sind. Die Mittelpunkte aller Kugeln des Bündels er- 
füllen eine Ebene, wie sich aus den Gleichungen (9) ergibt. 
Je ^wei der drei Kugeln bcBtimmen eine Potenzebene: Diese 
drei Ebenen 

K^-K^=0> Zg - Z3 = , üTg - Zi = 

gehen durch eine Gerade hindurch, die „Potenzachse", welche 
anf der Ebene der Mittelpunkte senkrecht steht. Jeder 
Punkt der Potenzachse hat in bezug auf die drei Kugeln 
K,,K^, K^ und nach dem in 128. bewiesenen Satz folglich 
in bezug auf alle Kugeln des Bündels die gleiche Potenz 
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und liefert den Mittelpunkt einer Kugel, welche alle Kugein 
des Bundeis orthogonal schneidet. Das Bücidel bestimmt 
also ein Büschel orthogonaler Kugeln, wie sich umgekehrt 
zu einem Kugelbösehel ein Bündel orthogonaler Kugeln ergab. 

Eine Inversion verwandelt ein Kugelbändel und seiu 
orthogonales Kugelbüscliel wieder in zwei ebensolche Ge- 
bilde. Die Potenzachse a des Bündels geht in einen Kreis 
überj der in der Ebene (0 ffl) gelegen alle Kugeln des »weiten 
Büschels orthogonal schneidet. 

Bildet man endlich aus vier Kugelgleichungen das System 

\ ffj + /cj ä:^ + k, Zs + fc, ä:^ = 

oder 

so bezeichnet man den Inbegriff dieser oo^ Kugeln als ein 
„Kugelgebüsch", Die Potenzachse, welche zu den Kugeln 
Kl, K^, K3 gehört, achneidet diejenige, welche sich für die 
drei Kugeln K^, K^, K^ konstruieren läßt, da beide in der 
Potenzebene Kj^— K^ = liegen. Der Schnittpunkt dieser 
beiden Potenzlinien ist dann aber ein Punkt gleicher Potenz 
in bezug auf die vier Kugeln Ky, K^, K3, K^, also auch 
bezüglich aller Kugeln des Gebüsches. Es folgt mithin: 

Die Kugeln eines Kugelgebüsehes haben sämtlich 
gleiche Potenz in bezug auf einen Punkt, den Potenz- 
punkt, oder auch: Sie schneiden alle eine Kugel 
orthogonal oder sämtlich in Hauptkreisen. 
Eine Inversion führt ein Kugelgebüsch wieder in ein 
Kugelgebüsch über und dessen Orthogonalkugel in die Ortho- 

fonalkugel des entsprechenden Gebüsches, während natürlich 
ie Potenzpnnkte der beiden Gebüsche sich in der Inversion 
nicht eolsprechen. 

Die Abbildung der Kugeln des B^ auf die Punkte 

eines i?^. 
131. Diese Betrachtungen zeigen eine gewisse Ähn- 
lichkeit mit denen der projektiven Geometrie, sofern wir 
an Stelle des Punktes die Kugel und an Stelle einer kol- 
linearen Abbildung die Inversion treten lassen. Da weiter 
zwei Kugeln ein Kugelbüschel, drei Kugeln ein Kugelbünde! 
bestimmen, so würde dem Kugelbüschel die Gerade, d. h, die 
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Puaktreihe und dem Kugelbiindel die Ülbeiie oder das Punkt- 
feld entsprechen. Nun bat eine Gerade mit einer Ebene 
einen Schnittpunkt gemein, und sie gehört ganz der Ebene 
an, wenn sie zwei Punkte der Ebene enthält. Damit stimmt 
es dann überein, wenn ein Kugelbüschel mit einem Kugel- 
bündel im allgemeinen eine Kugel gemein hat und daß ein 
Kugelbüschel ganz in einem Kugelbündel enthalten ist, wenn 
er zwei Kugeln des Bündels enthält. Wie ferner zwei 
Ebenen eine Schnittgerade bestimmen, so ist durch zwei 
Kugelbündel ein ihnen gemeinsamer Kugelbüschel festgelegt. 
Zwei Gerade haben im allgemeinen keinen Punkt gemein; 
schneiden sie sich aber, so kann man durch sie eine Ebene 
legen. Analog sehen wir, daß zwei Kugelbüachel im all- 
gemeinen keine Kugel gemein haben; ist dies aber der Fall, 
so bestimmen sie ein Kugelbündel usf. Auf diese Weise 
gelangen wir dazu, eine Geometrie zu begründen, bei welcher 
als Raumelement die Kugel benutzt wird, ebenso wie in 
der Liniengeometrie die Gerade, Der I'unkt ist dann auf- 
zufassen als eine Kugel vom Badius Null, d. h. als Null- 
kugel, die Ebene als Kugel mit unendlich großem Eadius. 
Diese „Kugelgeometrie" wurde namentlich von Die (1), 
Reye (2) und Loria (3) ausgebaut. Nun gibt es im Räume 
oc* Kugeln. Wollen wir also eine Geometrie durchführen, 
bei welcher jeder Kugel ein Pmikt entspricht und welche 
als Veranschaulichung der Kugel geometrie gelten kann, 
so müssen wir einen vierfach ausgedehnten Raum B^ be- 
nutzen. Dieser Raum soll ein linearer sein, d. h. es soll 
ihm die Eigenschaft zukommen, die durch ii^end zwei seiner 
Punkte bestimmte Gerade ganz zu enthalten. Mao könnte 
demnach die bereits als Koordinaten einer Kugel bezeich- 
neten Größen a, b, c,p als Koordinaten des entsprechenden 
Punktes in B^ einführen. Es empfiehlt sich aber, mit Loria 
andere Zahlen zur Bestimmung einer Kugel zu benutzen. Es 
gilt nämlich folgender Sat^: 

Sind die Gleichungen von fünf Kugeln gegeben 
Zi = 0, Z, = 0, .^3 = 0, K,^0, ^5 = 0, 
so läßt sich jede andere Kugel iT = in der Form 
darstellen 
(14) Xj Kl +x.,K^-{- x^ K^ + x^ Ki +x^K^^ 0-. 
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn man die letzte 
Gleiciiiing naeh Division mit ^Xi mit der Gleichung ^ = 
der gegebenen Kugel vergleicht. Man erhält dadurch vier in 
den Xi lineare, homogene Gleichungen, aus denen die Ver- 
hältnisse der Xf berechnet werden können. Nimmt man 
umgekehrt für die X( irgendwelche beliebige Verbältuiszablen, 
so ist eine einzige Kugel durch die Form (14) festgelegt. 
Also steht es uns frei, die fünf Verhältniszahlen x^ als homo- 
gene Koordinaten einer Ki:^el aufzufassen, bezogen auf die 
fünf Kugeln Ki, Denken wir uns andererseits einen vier- 
diraensionalen Kaum R^ imd benutzen die fünf Koordinaten Xf 
dazu, dessen Punkte festzulegen, so ist damit eine Abbildung 
der Kugeln unseres Raumes auf die Punkte des Ii^ hergestellt. 
Den fünf Kugeln Ki entsprechen fünf Punkte in R^ , die 
wir als Koordinatenpentaeder benutzen können. 

Die Gleichung (14) einer Kugel mit den Koordinaten x^ 
erscheint dann in der Form 

ix^+y^+s^}^Xt—2{x2aiX(+?/2:iiXi+z2:c(Xi}+i:piXi=0. 
Der Mittelpunkt dieser Kugel hat die Koordinaten 

(15) Ä-^, B-^-i^, C = 4?^, 

' 2Xi 2xi 2,xi 

und ihr Radius ist 

(16) r-^ (2-*.)^ ■ 

Der Zähler R^x dieses Ausdrucks gibt entwickelt eine in 
den Xi quadratische Form und man erhält als Koeffizienten 

des Gliedes x-iXi, 

2 (a,- ak + hi h + c.- ct) — (pi + pt) 
oder 

rl +rl^ {(Oi - at)' + (ö,- - hY -!- (q - ct)^) . 
Bezeichnen wir diesen Ausdruck, der in gleicher Weise von 
den Elementen der Kugeln K^ und Kj, abhängt, mit r,i oder 
Tti, SO daß also 

(17) »■(i = n-i=rf+'-l-{(«--«s}'+(&(-M' + (c.— c*)'> > 
so wird 

(1&) Rj^^ = 2r}x^-i- ^raXeXt , 
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WO für ( und k alle Kombinationen der Zeiger 1, 2, ,5 

zu nehmen sind. 

Ferner wollen wir, unter Benutzung der Formel (4) auf 
8. 238, die Bedingung daEür anschreiben, daß sich zwei Kugeln 
mit den Koordinaten Xi und j/,- orthogonal sehneiden. Wir 
erhalten 

2{ZaiXi2aiyi + ShiXiShtyi + Scat^dy,) 

— {:sx(i:piifi + St/i2piX,) = 

oder durch eine ganz ähnliche Entwicklung 
(19) ij;;_= 2Srix>y, + 2raXiyH=0 . 

Das Bild der Inversion, Koordinaten- 
transformation im R^. 
132. Nachdem wir die Mannigfaltigkeit der Kugeln des i^ 
auf die Punkte des M^ abgebildet haben, wird jede Trans- 
formation unseres gewöhnlichen Raumes, welche jede Kugel 
wieder in eine Kugel überführt, als eine ein-eindeutige Punkt- 
transformation des -R4 erscheinen. Dies muß sich also jeden- 
falls zeigen bei der einfachsten derartigen Verwandtschaft, 
der Inversion 

■' ^■^ '„ ^y ' ■■■ ^^ 

In der Tat geht eine F.-Kugel Äi = über in die Kugel 

Ki =pi{x'i + 2/'2 + s'ä) - 2ft(ß(3;'-|- 6(|/'+ C«') + Ä» = . . 
und irgend eine Kugel 

2x(Ki = Q 
geht über in 

K' ^ ZpiXiix'^ ^ y"^ '\- s'^) 
— 2h{2aiXiX'+ IhiXiy'^ 2ciXi/)-\-l^2xi = , 
und daraus erkennen wir, daß 

K'=ZxiK'i . 

Ist daher eine Kugel K gegeben, welche in bezug auf die 
fünf F.-Kugeln Kt die Koordinaten Xi hat, und gehen durch 
die Inversion (20) die Kugeln K und fi^- über in K' und K',, 
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so hat K' in bezug auf das F,-System Ki die gleichen 
Koordmaten Xi. 

Im R^ gedeutet führt die Transformation durch reziproke 
Eadien demnach zu der einfachsten linearen Transformation 

x'i = Xi. (i=l,2, 3,4,5) 

Es werden ganz wie bei der Kollineation (G, T, I. 65. 144.) 
die alten Koordiuaten einfach In dem neuen Koordinatensystem, 
das sich durch die Inversion aus dem alten ergibt, gedeutet. 
Endlich wollen wir noch sehen, wie sich die Formel» 
für eine Koordiüatentransformation im ßj, ergeben. Eine 
Kugel K habe in bezug auf die P.-Kugeln Kt die Koordi- 
naten Xi. Wir wählen irgend fünf andere Kugeln Ki und 
in bezug auf diese habe die gleiche Kugel K idie Ko- 
ordinaten ft-. Führt man die Bedingungen ein, daß die 
gleiche Kugel in dieser doppelten Form dargestellt ist, so 
erhält man fünf lineare Gleichungen, in die noch ein Pro- 
portionalitätsfaktor eingeht. Durch Elimination desselben 
lassen sich dann die |; ohne Schwierigkeit als lineare Funk- 
tionen der Xi darstellen. 



Die Mannigfaltigkeiten der Kugelgeometrie. 
133. Besteht nun irgend eine Gleichung 
f{x-i_, x^, ..., x^) = Q 
zwischen den Xi, so stellt diese im iJ^ eine dreidimensionale 
Fläche vor, während sie im gewöhnlichen ßaume eine oo^- 
faches System von Kugeln liefert, das man als „Kugel- 
komplex" bezeichnet. Betrachten wir den einfachsten Fall 
einer linearen Gleichung 

(21) «1 a^i + öj a^a -f . . . + «5 ajg = , 

wo die ttj- ganz beliebige Zahlen sein sollen. Wir sind dann 

imstande, fünf Größen X^, X^, . . ., X^ a, 

linearen Gleicliungssystemen zu bestimmen: 

j-ii Zi + ria X, + . . . + ri5 Xj = a 
rn X, + r^j X, + . . . + »-25 Xg = ö. 



,i Xi + r^a X, + . . . -f r 
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MoltipÜzieren wir aber diese Gleichungen der Reihe nach 

mit Xi, x^, , . ., x^, HQ ergibt eich nach (19) 

d.h. jede Kugel Xi, deren Kourdinaten der Gleichung (21) 
jrenügen, schneidet die Kugel Xi orthogonal und umgekehrt. 
Damit ist gezeigt: 

Der lineare Kugeikomplex oder die durch eine 
lineare Gleichung repräsentierte Mannigfalt^keit von 
Kugeln besteht in der Gesamtheit aller Kugeln, welche 
eine feste Kugel orthogonal schneiden, d, h. in einem 
Kugelgebüsoh. 
Sind zwei Gleichungen in den av gegeben 
/(a!i, cca, . . ., a^s) = 0, fp{x^, x^, . . ., x^) = , 
so werden alle oo^ Kugehi, deren Koordinaten diesen beiden 
genügen, eine „Kugel kongruenz" bilden. Ihr Bild im iJ^ 
ist eine zweidimensionale Kurve. Nehmen wir zwei lineare 
Gleichungen, so erhalten wir dadurch alle Kugeln, welche 
gleichzeitig zwei Kugelgebüschen angehören, die also zwei 
bestimmte Kugeln orth(^onal treffen. Wii' gelangen demnach 
zu dem Kugelbündel (vgl, 130.). 

Endlich werden drei beliebige Gleichungen 
f{xt) = , <p{x.)=Q, 'ip {xi) = 
ein oo'-faches System von Kugeln, eine „Kugelschar" be- 
stimmen. Für drei liueare Gleichungen ergeben sich alle 
Kugeln, welche drei bestimmte Kugeln orthogonal treffen, 
d. h. ein Kugelbüsche], Es zeigt sich mithin, dal die schon in 
130. besprochenen Mannigfaltigkeiten die einfachsten Gebilde 
der Kugelgeometrie sind, da sie durch lineare Gleichungen 
dargestellt werden. Sie heißen deswegen auch die linearen 
Ki^lsyeteme. 

Endlich erhalten wir nach Gleichung (18) von 131. in 

die Bedir^ung, welche zwischen den a;, erfüllt sein muß, wenn 
die entsprechende Kugel den Eadius Null hat, also eine 
Punktkugel ist. Im S^ gedeutet, stellt sie aber eine drei- 
dimensionale Fläche zweiter Ordnung vor, der im gewöhn- 
lichen Räume ein quadratischer Komplex entspricht, bestehend 
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in der Gesamtheit der Punkte dieses Raumes. Die Abbildung 
durch reziproke Radien als Punktverwandtschaft betrachtet, 
ist identisch mit der kolUnearen Transformation dieser Fläche 
zweiter Ordnung des R^ in sich, wie dies schon F. Klein (4) 
betont hat. 
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§ 28. Sie KrUmmnngslinlen. 

Invarianter Charakter der Krümmungslinien. 
134. Betrachten wir irgend eine Fläche und einen 
Punkt P derselben, dessen Normale w sei, 8o treffen die 
Normalen in den zu P benachbarten Punkten der Fläche 
die Normalen n im allgemeinen bekanntlich nicht. Nur zwei 
zu P benachbarte Punkte Pj und P^ haben die Eigenschaft, 
daß die zu ihnen gehörigen Normalen Mj und n^ die Nor- 
male n schneiden in Punkten, die wir K^ und K^ nennen 
wollen. Für jeden (nicht singulären) Punkt einer Fläche 
kann man in dieser Art zwei bestimmte Richtungen auf der 
Fläche bestimmen, die, wie sich weiter zeigt, überdies auf- 
einander senkrecht stehen. Setzt man diese Richtungen zu 
Kurven zusammen, so erhält man zwei Kurvensysteme auf 
der Fläche, die sog. „Krümmuugsliuien", welche sich 
überall orthogonal durchschneiden, und die längs dieser 
Kurven errichteten Normalen bilden abwickelbare Flächen. 
Diese letztere, die Krümmungslinien definierende Eigenschaft 
wird nun aber, wie man sich leicht überzeugt, durch eine 
Inversion nicht zerstört. Denn der Punkt P und seine Um- 
gebung bilden sich durch eine Inversion in den Punkt P' 
der entsprechenden Fläche und in dessen Nachbarschaft 
ab. Der Schnittpunkt ifj ferner von n und n^ ist der 
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Mittelpunkt einer die Fläche in P berührenden Kugel K^ , 
welche durch die Inversion in die Kugel K^ übergeführt 
wird. Die Normalen n und Wj gehen in Kxeise (w) «nd {wj 
über, welche die Kugel Ki in P' und P( orthogonal treffeu 
müssen. Die Tangenten an diese Kreise (n) und {nj) gehen 
also durch den Mittelpunkt der Kugel Ki , und da sie gleich- 
zeitig die Normalen der entsprechenden Fläche in P' und Pj 
sind, so folgt der schon von Stubbs (3) ausgesprochene Sata: 
Die Krümmungslinien einer Fläche gehen bei 
jeder Inversion über in die Krümmungslinien der 
entsprechenden Fläche, 
Bei diesem Beweise wurden folgende Eigenschaften der 
Inversion benutzt: sie erhalt die Winkel und führt jede 
Kugel wieder in eine Kugel über. Nun läßt sich zeigen, 
daß die erste Eigenschaft schon aus der zweiten folgt, daß 
mit andern Worten jede Transformation, welche Kugeln 
immer wieder in Kugeln überführt, konform ist. Dies vor- 
ausgesetzt, kann man noch allgemeiner sagen: 

Jede Transformation, welche Kugeln wieder in 
Kugeln überfahrt, transformiert auch die Krümmungs- 
linien einer Fläche in die Krümmungslinien der ent- 
sprechenden Fläche, 

Die Hüllflächen einer Kugel. 

135. Denken wir uns eine einfache Mannigfaltigkeit, 
also eine Reihe von cc-i Flächen, welche irgend welchen Be- 
dingungen genügen. Die Flächen selbst können ihre Gestalt 
ändern oder auch ungeändert bleiben. Halten wir eine 
Fläche der Reihe fest und lassen wir die bewegliche 
Fläche im eineu oder andern Sinne sieh dieser festen Fläche 
nähern. Wir wollen annelunen, daß sich bei jeder Art der 
Annäherung als Grenzlage die nämliche Schnittkurve mit 
der festen Fläche ergibt. Unter dieser Voraussetzung hat 
das System der Flächen eine Einhüllende oder Enveloppe 
und jede Fläche der Reihe berührt diese Hüllfläche in einer 
Kurve, der sog, „Charakteristik", welche sich gleichzeitig als 
die Schnittkurve der herausgegriffenen Fläche mit der be- 
nachbarten Fläche der Reihe auffassen läßt. 

Unter allen reellen Flächen ist die Kugel — da ihre 
sämtlichen Normalen sieh im Mittelpunkt schneiden — da- 
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durch auBgezeichuet, daß jede auf ihr gelegene Kurve für 
die Fläche eine Krümmungslinie ist. Entsteht nun eine 
Mäche als Enveloppe einer Reihe von Kugeln, so achneiden 
sich die anfeinanoerfolgenden Kugeln jedenfalls in Kreisen, 
und diese müssen für die Hü1Iflä«he Krümmungshnien sein, 
da die Kugel in jeder Lage längs der Charakteristik die 
Enveloppe berührt. Jedes inverse Bild dieser Hüllfläche 
besitzt dann aber jedenfalls eine Schar von kreisförmigen 
Krüm mungslinien. 

Besehreibt der Mittelpunkt der veränderlichen Kugel 
eine gerade Linie, so umhüllt die Kugel eine Kotationsfläche, 
deren Achse diese Linie ist. Die Ebenen, welche auf der 
Achse senkrecht stehen, sehneiden aus der Fläche das eine 
System kreisförmiger Krümmungslinien aus, die sog. Parallei- 
oder Breitenkreise. Die Ebenen durch die Achse liefern 
als zweites System von Krümmungslinien die sog, Mericliane. 
Es folgt also: 

Alle Hüllflächen einer Kugel, folglich auch alle Ro- 
tationsflächen, sowie alle inversen Bilder dieser Flächen 
besitzen ein System kreisförmiger Krüramungslinien, 

Die Dupinschen Zykliden. 

136. Das bekannteste Beispiel für Flächen, welche als 
Enveloppe einer Kugel entstehen, sind die sog. Dupinschen 
Zykliden, Sie werden eingehüllt von einer Kugel JC, welche 
der Bedingung unterworfen ist, drei gegebene Kugeln K^ , 
K2 , -Kb stets zu berühren. Genauer ausgedrückt, müssen 
wir sagen, daß wir vier Zykliden durch diese Bedingung er- 
halten, indem nämlich alle derartigen Kugeln vier Eeihen 
bilden und die Kugeln jeder Reihe eine Zyklide umhüllen. 
Hachette (1), ein Schüler Monges, hat 1804 gezeigt, daß 
der Mittelpunkt einer solchen Kugel einen Kegelschnitt be- 
schreibt, und Dupin (2) untersuchte 1812 das Umhüllungs- 
gebilde dieser Kugel, das er später als Zyklide bezeichnete. 
Die Transformation durch reziproke Radien bietet ein be- 
quemes Mittel, diese Flächen auf einfachere abzubilden. Es 
sind dabei zwei Fälle zu unterscheiden. 

Haben die drei gegebenen Kugeln zwei reelle Schnitt- 
punkte gemein, so wähle man einen derselben als Inversions- 
■ daß die drei Kugeln in drei Ebenen übergehen. 
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Die variable Kugel X wird iu eine andere traosformiert, welche 
diese drei Ebenen berührt. Dabei umhüllt sie einen Rotations- 
kegel, und die ursprüngliche Fläche ist das inverse Bild 
dieses Kegels. 

Schneiden sich die drei Kugeln dagegen in zwei imagi- 
nären Punkten, so ist deren Verbindungslinie wiederum reell 
und gibt die Potenzlinie des durch die Kugeln bestimmten 
Bündels. Sie trifft die Zentralebene in einem Punkte, welcher 
als Mittelpimkt eines Kreises genommen werden kann, der 
alle Kugeln des Bündels orthogonal achneidet. Wählt man 
das Zentrum der Inversion auf diesem Kreise, so geht er 
in eine Gerade über, und alle Kugeln des entsprechenden 
Bändels müssen diese Gerade orthogonal treffen. Folglich 
werden die Mittelpunkte der Kugeln dieses Bündels sämt- 
lich auf dieser Geraden liegen. Hat man aber eine Kugel 
gefunden, welche drei Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer 
Geraden sich befinden, berührt, so erhält man ooi weitere 
Lagen für eine die drei gegebenen Kugeln berührende Kugel, 
wenn man diese Kugel um die Gera^ rotieren laßt. Dabei 
beschreibt die Kugel eine Bingzyklide oder eine sog. Eing- 
oderWulstfläche, und auf diese läßt sieh im zweiten Fall 
die allgemeine Zyklide abbilden. 

Wählen wir die ^-Achse als ßotationsaehse, ist femer 
a der Abstand des Mittelpunktes der rotierenden Kugel von 
derselben, r ihr Radius (Fig. 58 auf S. 269), so wird die Glei- 
chung der Ringfläohe 

(5,ä + ya + 2^)3 + 2(a^- r^) {x^ + y^ + s^) 

Machen wir unter Benutzung einer Variabel w homogen, so 
nimmt die Gleichung die Form an 

(icä + y^ + zY + M^- (2 («ä — r^) {x^ -}- ^» + s^) 
— 4 «^ (a;^ -f ?^ + («^ — r^f m^> = , 
aus der ohne weiteres zu ersehen, daß der unendlich ferne 
Kugelkreis K^o 

^^ + i/^ + ^^ = , w = 
eine Doppelkurve der Fläche ist, Durch eine Inversion 
gebt die Ringääche zunächst in eine Fläche achter Ordnung 
über, welche K^ noch zur vierfachen Kurve hat. Da aber 
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der Kegel der Mini malgeraden aus dem Inversion smittelpunkt 
doppelt gerechnet ausscheidet, so bleibt wieder eine Fläche 
vierter Ordnung öbr^, welche K^ zur Doppeliiurve hat. 
Weil ferner dem Eotationskegel invers direkt eine Fläche 
vierter Ordnung entspricht, welche K^^ zur Doppelkurve hat, 
so ist gezeigt: 

Die Dupiüschon Zykliden haben den unendlich 
fernen imaginären Kugelkreis zur Doppelkurve, 

137. Für den Umdrehnugskegel und für die ßingfläche 
lassen sich nun aber die KrümmungBlinien ohne weiteres an- 
geben. Sie besteben für den ersteren in den Erzeugenden 
einerseits und den Parallelkreisen andererseits, Ist nun S 
die Spitze des Kegels, Ä seine Achse, der Inversions- 
mittelpunkt, so gehen alle Erzeugenden durch die Inversion 
in Kreise über, welche den Punkt and den Punkt S', 
das Bild der Spitze S, gemein haben. Aber auch die Parallel- 
kreise verwandeln sieh durch die Inversion in Kreise, deren 
Ebenen alle durch eine bestimmte Gerade hindurchgehen. 
Dies wird bewiesen sein, wenn wii' zeigen, daß alle Paral- 
lelkreise einem Kugelbündel angehören. Dieser besteht aber 
aus der Gesamtheit aller Kugeln, welche ihre Mittelpunkte 
auf Ä haben. Dieser Geraden h entspricht ein Kreis in der 
Ebene (Oh), welcher alle Kugeln des entsprechenden Bün- 
dels orthogonal schneiden muß. Also ist die Ebene (OÄ) 
die Zentralebene für dieses Bündel und seine Poteuzlinie, 
durch welche die Ebenen aller im Bündel enthaltenen Kreise 
hindurchgehen müssen, steht auf dieser Ebene {OK) senk- 
recht, kreuzt also die Linie OS' senkrecht. 

Die Krümmungslinien einer Eingfläche sind einerseits 
die Parüllelkreise, andererseits die Paare von Kreisen, welche 
die Ebenen durch die Rotationsachse ausschneiden. 

Es ist nun wieder einzusehen, daß diese beiden Systeme 
von Kreisen je einem Kugelbündel angehören. Wählen wir 
drei Lagen der rotierenden Kuge! aus, so bestimmen diese 
ein Kugelbündel ü, dessen Potenzlinie die Rotationsachse h 
ist. Diesem Bünde! gehören die Meridiankreise an. Der 
zugehörige Orthogen albüachel R hat die Linie Ä zur Zen- 
tralen. Andererseits bilden wiederum alle Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf h gelegen sind, ein zweites Bündel T , dem 
alle Parallelkreise angehören. Der Orthogonalbüschel T 
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dieses Bündels besteht in der Gesamtiieit der Ebenen duvcli 
die Achse h, also in dem Ebeoenbüsohel h. Die beiden 
Bündel R und T zeigen die besondere Eigenschaft, daß 
immer der Orthogonalbüscliel des einen Bündels dem andern 
Bünde! angehört. Die auf der Zyidide gelegenen Kreis- 
systeme aber gehören je dem einen Bündel und dem ortho- 
gonalen Büschel des andern Bündeis gleiehzeit^ an, also zu 
B und T bzw. T und R , Durch eine Inversion werden 
nun diese Beziehungen der beiden Bündel nicht geändert. 
R geht über in einen Bündel R' und T in einen Bünde! T'. 
Der Orthogonalbüschel von T' muß B' angehören, also liegt 
seine Achse in der Zenü-alebene von B', und aus den gleichen 
Gründen muß die Potenzlinie von B' in der Zentralebenc 
des Büschels T' gelegen sein. Durch diese Potenzlinien gehen 
die Ebenen der beiden Kreissysteme, Die Zentralebenen der 
beiden Bündel sind Syjnmetrieebenen der Fläche. Es folgt 
demnach ; 

Jede Dupinsche Zyklide besitzt zwei Scliai-en von 
Kreisen als Krümmungslinien; die Ebenen dieser 
Kreise gehen je durch eine Gerade hindurch und 
diese beiden Geraden kreuzen sich senkrecht. Sie 
liegen in zwei aufeinander senkrechten Symmetrie- 
ebenen der Fläche. 

Die verschiedenen Typen der Dupin sehen Zyklide. 

138. Wir wollen endlich noch die verschiedenen Formen 
angeben, welche die Dupinsche Zyküde annehmen kann, in- 
dem wir mit Maxwell (4) diese Fläche aus dem Kreisliegel 
oder aus der Ringfläche durch Inversion ableiten. Voraus- 
zuschicken ist, daß jede Dupinsche Zyklide zunächst zwei 
imaginäre Knotenpunkte auf dem unendiieh fernen Kugel- 
kreis besitzt. Denn jede Rotationsfläche berührt K^ doppelt 
(vgl. 108.). Außerdem besitzen die Dupinschen Zykliden 
aber immer noch zwei weitere Knotenpunkte, die reell oder 
imaginär sein oder zusammenfallen können. 

Bilden wir nämlich zunächst den Rotation ekegel mit 
der Spitze S und der Achse h durch reziproke Radien ab, 
so hat die entsprechende Zyklide im Mittelpunkte der 
Inversion einen reellen Knotenpunkt und einen zweiten in 
dem Punkte S', "welcher S entspricht. Führt man die Ebene (Oh) 
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als Zeichenebene ein, so kann man sicli auch konstruktiv 
eine Voratellung von der entsprechenden Zyklide machen; 
dabei ist es von VorteiJ, daß die auf der Zeichenebeue senk- 
rechten Kreise des Kegels wieder in Kreise übei^ehen, deren 
Ebenen auf der Zeicbenebene senkrecht stehen. Die ent- 
stehende Flache wird als „Hornzyklide" bezeichnet (Fig. 53) 
und sie besteht aus zwei gänzlich getrennten Mänteln, die 
in den Knotenpunkten zusammenhängen. Die Figur zeigt 
außerdem einige kreisförmige Krümmuiigslinien aus jedem 
der beiden Systeme, 




Gehen wir zur Eizeugung der allgemeinen Dupinschen 
Zyklide aus von emei Ringfliche, so haben wir die drei 
möglichen Fälle zu unterscheiden, wo der Meridiankreis die 
Achse in zwei reellen odei zwei imaginären Punkten 
schneidet oder sie berührt, ■ilso / 3: « Im ersten Falle hat 
die ßingfläehe auf der Achse zwei reelle Knotenpunkte und 
ebenso die inverse Fläche in den entsprechenden Punkten. 
Dieselbe, die sog. Spindelzyklide (Fig. 54), besteht aus zwei 
ineinanderliegenden Mänteln, welche wieder in den Knoten- 
punkten zusammenhängen. An dem in der Figur wieder- 
gegebenen Modell ist von dem äußeren Mantel der vierte 
Teil entfernt, um den innem Mantel freizulegen. Man be- 
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achte, wie die durch die Knotenpunkte gehenden Kreise in 
diesen von dem einen Mantel auf den anderen übergehen. 
Trifft der Meridiankreis die Rota,tionsachse nicht, so er- 
halten wir als inverses Bild die „allgemeine RingzykluJe" 
mit vier imaginären Knotenpunkten (Fig. 55), Der Ube^ 
gangafall, wo die reellen Knotenpunkte zusammenfallen, 
bietet der Vorstellung keine Schwierigkeiten. 




139. Zu Flächen dritter Ordnung, welche den ims^i- 
näreu Kugelkreis noch einfach enthalten, den sog. „parabo- 
lischen Zykiideu", gelangen wir dadurch, daß wir das In- 
version szentr um auf der Rotation szyklide annehmen, indem 
dann die unendlich ferne Ebene ausscheidet. Hat die 
Kotatioiiszyklide zwei reelle Knoten, so ergibt sich der in 
Fig. 56 dai^stellte Typus. Durch das Inveraionszentrum 
geht ein Meridian- und ein Parallelkreis. Diese gehen in 
zwei sich senkrecht kreuzende Gerade über, welche der 
Fläche angehören. Die eine enthält die beiden Knoten- 
punkte. Jede Ebene durch eine solche Gerade sehneidet 
aus der Fläche einen KreU ans, von denen einige in der 
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Fign emgeti-agen sind Die zu diesen beiden Goiaden 
parallele Ei cne liefert mit der nnet dlich ferne) Elete eine 
8ch ittgende die ebeüfalls der FJ<u,he aiigehi.rt 

Bilden wn dagegen die Rotationszyklide ohne reelle 
Knotenpunkte innere ab so nimmt die entsprechende pira- 
bolische Zjkhde die Gestalt an welche duich Fiü; 57 ver- 
auschauUclit wird Zwei siih un Eaumc senkietht kieuzende 
Gciade der Flache ergeben eich wie im vongen Falle Die 
Fläche enthalt abei noch zwei sich schnei !ei le Gerade, 




.1 



"--LLiuUuiliJl 



deren ^x^f-nz durch folgende Ubeilegunj, bewiPiei wird. 
Die Eotationsizyklide mit imiginaren Knotenpunktei besitzt 
unendlich \ lele loppelt berul rende Tangentialebenen Denken 
wir uns Fig. 58 auf S. 269 als einen Aufriß der Eingfläche, 
so wird eine solche Ebene durch eine der gemeinsamen inneren 
Tangenten der beiden Meridiankreise, z. B. durch t^ als 
zweite Spur dai'gestellt. Jede derartige Ebene schneidet 
aus der Fläche aber wiederum zwei Kreise aus. In der 
Tat muß der Schnitt eine Kurve vierter Ordnung sein mit 
vier Doppelpunkten, zwei in den Berührungspunkten und 
zwei auf dem Kugelkreis, also zerfallt die Scimittkurvc in 
zwei Kreise. AUe derartigen Ebenen umhüllen einen Krej.s- 
kegel und bestimmen auf der Fiäche eine weitere Doppel- 

17' 
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schar von Kreisen derart, daß durch jeden Punkt der 
Fläche noch zwei Kreise dieser Art gehen. Diese beiden 
Kreise gehören einer Kugel an, d. h. sie schneiden sich 
nochmal. Dies ergibt sich, wenn wir durch den einen Kreis 
eine Kugel legen, welche die Rotation seykli de in dem 
Punkte berührt. Diese Kugel schneidet aus der Zyklide 
dann noch einen Kreis aus. Die durch das Inversions- 
zentruni gehenden derartigen Kreise liefern die obigen Ge- 
raden der Fläche. Endlieh folgern wir daraas noch, daß auch 
auf der allgemeinen Ringzyklide eine soldie weitere Doppel- 
schar von Kreisen gelegen ist. 

Modeile dieser Flächen können durch Martin Schilling 
(Halle a. S.) bezogen werden. Die vorstehenden Zeichnungen 
sind mit Ausnahme von Fig. 55, die ein französisches Modell 
darstellt, nach Photographien dieser Modelle hergestellt. 
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§ 29. Die anallagmatisclieii Flächen und die allgemeinen 
Zyhliden. 

Erzeugung einer anallagmatischen Fläche. 
140. Wir untersuchen endlich noch die Flachen, welche 
durch eine Inversion in sich selbst übergeführt werden, 
Moutard (1, 2) hat dieselben als „anailagmatiaehe" be- 
zeichnet. Der Inversionskugel kommt diese Eigenschaft zu, da 
sieh jeder Punkt derselben selbst entspricht; weiter aber sahen 
wir bereits (116.), daß auch jede Kugel, welche die Inversions- 
kugel orthogonal sehneidet, durch die Inversion in sieh selbst 
transformiert wird. Aus Kugeln dieser Art lassen sich nun 
ganz allgemein alle anallagmatischen Flachen ableiten, in 
dem der Satz gilt: 
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Jede anal]agmatische Fläche entstellt als Enve- 
loppe einer Kugel, welche stets die Inversionskugel 
orthogonal schneidet, -während sich der Mittelpunkt 
dieser Kugel auf einer bestimmten Fläche fort- 
bewegt. 
Denn ist P ein Punkt einer solchen Fläche, so gehört 
zunächst auch der ihm in der Inversion entsprechende 
Punkt P' der gleichen Fläche an; unter aU den Kugeln 
aber, welche durch P und P' hindurchgehen, gibt es eine, 
welche in P die gegebene Fläche berührt; da aber der 
Nachbarschaft von P auch wieder die Umgebung des 
Punktes P' entspricht, so muß diese Kugel auch in P' die 
anallagmatische Fläche berühren. Läßt man P die Fläche 
besehreiben, so wird sich der Mittelpunkt dieser doppelt 
berührenden Kugel auf einer gewissen Fläche bewegen; alle 
diese Kugeln treffen aber nach 116. die Inversionskugel ortho- 
gonal, womit unsere obige Behauptung bewiesen ist Die 
vom Mittelpunkte der erzeugenden Kugel beschriebene 
Fläche heißt der Deferent (oder auch die Direktrix oder 
Fokalfiäche), die Inversionskugel kurz die „Leitkugel". Ist 
eine anallagmatische Fläche von der wi-Ordn«ng, hat sie im 
Inversionsmittelpunkt einen /t-fachen Knotenpunkt und geht 
sie durch den Kugelkreis r-mal hindurch, so müssen die 
Zahlen m% fi', v' für die entsprechende Fläche öie gleichen 
sein und die drei Relationen (1), (2) und (3), die wir in 94. 
im allgemeinen Falle ableiteten, liefern die nämliche Be-^ 
Ziehung 



Die Ebene als Deferent. 
141. Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir den 
Mittelpunkt der erzeugenden Kugel eine Ebene beschreiben 
lassen. Dann gehört die Kugel stets einem Bündel an. 
Die Potenzaehse des Bündeis enthält die Mittelpunkte aller 
Kugeln des zugehörigen Orthogonalbüschels, Die Leitkugel 
und die Ebene sind zwei Individuen dieses Büschels, der 
also durch den reellen oder imaginären Schnittkreis der 
Ebene und der Leitkuge! geht. Die Punktkugeln dieses 
Büschels liefern zwei Punkte G^ und G^ , durch welche alle 
Kugeln des Büschels hindurchgehen. Sie liegen symmetrisch 
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ztir Ebene und trennen die Inveraionekugel harmoniseii. 
Reell existieren sie, wenn die gegebene Ebene die Leitkugel 
nicht schneidet, und sie bilden dann die Enveloppe dieses 
Kugelbündek (vgl. Fig. 30 auf S. 80). 

Ziehen wir in der Ebene eine Gerade g und lassen den 
Mittelpunkt der variabeln Kugel auf ihr sich fortbewegen, 
während sie wieder gleichzeitig die weiter gegebene Leit- 
kugel orthogonal schneidet, eo beschreibt diese Kugel noch 
ein Büschel. Der Grundkrew desselben liegt in der Ebene, 
welche durch den Mittelpunkt der Leitkugel normal zur 
Geraden g geht. Denn diese ist die einz^ in dem Büschel 
enthaltene Ebene, Der Grundkreis ist reell, wenn die Ge- 
rade g die Leitkugei nicht trifft. 

Diese Betrachtung können wir benutzen, um einzelne 
Punkte einer auallagmatisohen Fläche zu ermitteln. Denn 
ist Irgend eine Fläche <p als Deferent gegeben und be- 
trachten wir eine Tangentialebene ji derselben, welche in 
P berühren möge, so gehören alle zu P benachbarten 
Punkte von ^ der Flache ep an. Die zu IP und seinen 
Nachbarpunkten gehörigen Kugeln sind demnach Bestand- 
teile des Kugelbündeis, welches die Ebene n bestimmt, d. h. 
sie gehen alle durch die Punktkugeln des Büschels, weiches 
31 mit der Ijeitkugel bestimmt. Dies sind also die Be- 
rührungspunkte der zu P gehörigen Kugel (P) mit der er- 
zeugten Fläche. Die erzeugende Kugel berührt folglich die 
Enveloppe in jeder Lage doppelt. 

Der Deferent wird femer die Leitkugel in einer ge- 
wissen Kurve schneiden: jeder Punkt derselben kann als 
eine Kugel vom Radius Null angesehen werden, welche die 
Enveloppe doppelt berührt, d, h. als ein Fokalpunkt (vgl. 109.), 
die ganze Schnittlinie von <p mit der Leitkugel ist also eine 
Pokalkurve für die erzeugte Fläche. Zusammenfassend können 
wir demnach bemerken; 

Die beiden Punkte, in denen die erzeugende 
Kugel (P) einer anallagmatischen Fläche in irgend 
einer Lage diese letztere berührt, ergeben sieh als 
die Grenzpunkte des Kugelbüschels, welches die 
Tangentialebene an den Deferenten im Mittel- 
punkte P dieser Kugel mit der Leitkugel bestimmt. 
Die anallagmatische Fläche ist auch der geome- 
trische Ort der Grenzpunkte in den sämtlichen 
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Kngelbüscheln , welche sich ans den Tangential- 
ebenen des Deferenten in dieser Weise ableiten 
lassen. Die Schnittlinie des Deferenten mit der 
Leitkugel ist eine Fokalknrve für ( 
tische Fläche. 



Die aligemeinen Zykliden vierter und dritter 
Ordnung. 
142. Zu einer wirklichen Hflllfläche gelangen wir 
demnach erst, wenn wir als Deferenten eine Fläche zweiter 
Ordnung wählen. Die auf diese Art entstehenden anallag- 
matischen Flächen vierter Ordnung haben Casey (3) nnd 
Darboux (4) in ihren grundlegenden Untersuchungen als 
allgemeine „Zykliden" bezeichnet. 
Wir gehen aus von vier Kugeln 

Xt = x^ + p^+^^-2{a,-x+l,-p+CiB)+p,^0 («=1,2,3,4) 

und bilden aus ihnen das Kugelgebüsch 

JhK^ + lc^Ki+lcgKs + hEi—O. 

Als Leitkugel führen wir die Kugel ein, welche die sämt- 
lichen Kugeln dieses Gebüsches orthogonal schneidet. Die 
Größen Ä,- können wir dann als homogene Koordinaten eines 
Punktes deuten in bezog auf das Tetraeder M^M^M^Mi 
der Mittelpunkte der vier gegebenen Kugeln (129.). Bezeichnen 

wir die Verhältnisse 7^, t^, ^^ bzw. mit I, j), C, so wird 

k^ Isn le^ 
das Kugelgebüsch gegeben durch die Gleichung 

(1) F=iK^ + i; ÄTa + CKg -I- Z, = , 

während wir die Gleichung des Deferenten in der Form 
aonthmen 

(2) q5 = aii|2 + '^2'?* + %3t^ + 2ai3^»;-|- ... +««=0. 

Es ist also jetzt die Enveloppe von (1) zu bestimmen, wenn 
zwischen den Parametern f, ij, C die Gleichung (2) besteht. 
Denken wir uns vermöge der Beziehung (2) C als Funktion 
von I und rj ausgedrückt, so hätten wir nach der all- 
gemeinen Vorschrift für die Bildung der Enveloppe die 
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Größen ^ und t] aus den Gleichungen ^ j = 0, ~ = und 
aus (1] zu eliminieren. Statt dessen bilden wir in unserem l'^alle: 

Andererseits ist aber 



^ ' ß^ s^ sc ö^ 

Ganz ebenso ergibt sicli durah Differentiation nach i; 



Die Gleichungen (3) und (4) lassen sich aber ersetzen durch 
die folgenden: 

BF S<p _ßF ß<p _ dF dtp 

"Wir haben also aus (1), (2) und den zwei Gleichungen (5) 
die Parameter f, »/, t zu eliminieren, um die Euveloppe zu 
erhalten. 

Im vorliegenden Falle werdeu die Gleichungen (5) die 



(5) 



K, ^ K^ 



«31 f + ^'■■iS »J + «BS C + «31 ■ 

Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert dieser Quotienten 
mit -T-, so nehmen diese Gleichmigou die h'orm an: 

«n ^ + «J2 !? + «13 C + «u — A ^1 = 
(6) flj, I + «33 ?? + »23 C + «24 — ^' -ff^ = 
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Um aber weiter aii Stelle der Bedingung (2) eine liaeare 
Gleicliiing einzuführen, multiplizieren wir die Gleichungen (6) 
der Keihe nach mit (, t], C und gewinnen daraus unter Be- 
nutzung von (2) und (1) die neue Beziehung: 



(7) 



,1 f + «,a )? + «4s C + «44 - ^ -K^4 = . 



Aus den Gleichungen (6), (7) und (1) aber könner 
§ , t] , Cf ^- eliminieren und bekommen 

«11 «IS «18 «u -^1 

*%! *%2 '^Sa «ü4 -*^:'' 
«41 «4i "l!l «44 ^4 

K, K, Ks Ki 

Bezeichnet man die Unterdeterminante von aa mit «^i, so 
läßt sich diese Gleiehuug auch schreiben 

2cKikKiKt = (^, /c=l,2, 3,4) 
oder auch als das symbolische Quadrat 

Die Fläche ist also von der vierten Ordnung, Aus der 
Form der Ki folgt aber weiter sofort, daß diese Gleichung 
iu den x, y , s geschrieben folgende Gestalt annimmt: 
a (ic2 + ;/2 + ^2)3 + (a;^ + s/ä + ^2) . i^ + 4 = , 

wobei a ein Zahleukoeffizient, während L-^ ein linearer, h^ 

ein quadratischer Ausdruck in den x, y , s . Machen wir 

vermittels einer viertoi Variabein u homogen, so ergibt sich 

a (x^ + «/8 + s^Y 4- {x'^ + 1/2 + 5») . Li M + ig «ä = 

und daraus erkennt man nach bekannten Kegeln, daß der 
unendlich ferne Kugelkreis 

eine Doppelkurve für die Fläche ist. 

Die Form (8) endlich zeigt uns noch folgendes: 
Nennen wir ^^ , Ig , |g , I4 die Koordinaten einer Ebene in 
bezug auf das F.-Tetraeder Jfj M^^M^M^, so erhält 
man die Gleichung des Deferenten in Ebenenkoordinaten, 
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wenn man die Ki durch die f^ ersetzt. Man bann also 
immer aus der einen Gleiehang die andere ableiten. 

Durch Angabe des Deferenten und der Leitkugel ist 
die Zyklifle vierter Ordnung bestimmt; die Fläche zweiter 
Ordnung hängt ab von neun, die Leitkugel von vier wesent- 
lichen Konstanten; folglich enthalt die Gleichung der Zyküde 
vierter Ordnung dreizehn wesentliche Konstanta 

Ist der Deferent keine Mittelpunktsfläche, sondern ein 
Paraboloid, so berührt er die unendlich ferne Ebene. 
Gehen wir aus von der Gleichung einer Fläche zweiter 
Klasse, welche die vier Flächen des F.-Tetraeders berührt, 
so muß deren Gleichung sein 

(9) %, Ij I, + «13 fi ^3 + ■ ■ ■ + «Si ^3 ^4 = . 

Werden aber die Punbtkoordinaten als die Volumina der 
Pyramiden definiert, welche der betreffende Punkt mit den 
Flächen des F.-Tetraeders bildet, so ist die Einheitsebene 
die unendlich ferne Ebene (G. T. L 36.) und ihre Glei- 
chung wird 

Ä, + ^ + Ä, + Ä;., = . 

Soll diese von der obigen Fläche zweiter Klasse berührt 
werden, so muß also sein 

(10) %2 -{- «IS + . . . + (%! = . " 

Nehmen wir nun (9) als Deferenten, so wird nach der eben 
bewiesenen Regel die zugehörige Zyklide 

«lä K^ Zs + %» £1 jB:« + . . . + «M K., iT, = . 
Entwickeln wir diese Gleichung, so ist der Koeffizient von 
{x^ -\- y^ -\- z^Y "^i® obige Summe (10), so daß dieses Glied 
verschwindet und die Gleichung in die folgende übergeht 

(a;ä + j,2 -I- ^2, . i^ + 2;^ = , 

wo Li und Tj^ Funktionen vom ersten bzw. zweiten Grade. 
Wir erhalten eine Fläche dritter Ordnung, die allgemeine 
parabolische Zyklide, welche den Kugel&eis noch einfach 
enthält. Das Gesaratergebnis ist also folgendes: 

„Die anallagmatischeFläehe mit einer Mittelpunkts- 
fläche zweiter Ordnung als Deferenten, die allgemeine 
Zyklide, ist von der vierten Ordnung und hat den 
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Kugelkrcis zur Doppelkurve; ihre Gleicbung kann 
als eine homogene, quadratische Funktion von vier 
beliebigen Kugelgleichmigen gesehriebe u werden. 
Ersetzt man die Ausdrücke für die Kugelu dureh 
die Ebenenkoordinaten, so erhält man die Gleichung 
des Deferenten in Ebenenkoordinaten, bezogen auf 
das Tetraeder der vier Kiigelmittelpunkte. Um- 
gekehrt kann man aus der Gleichung des Deferenten 
die der Zyklide ableiten, wenn man die $i durch 
die Ki ersetzt. Die Zyklide hängt ab von 13 will- 
kürlichen Konstanten. Ist der Dcferent ein Para- 
boloid, so wird die zugehörige Zyklide von der 
dritten Ordnung und sie hat den Kugelkreis nooh 
zur einfachen Kurve." 
Gehen die vier Kugeln K, durch einen Punkt, so gilt 
das gleiche von allen Kugeln des aus ihnen gebildeten Ge- 
büsches. Die entstehende Zyklide geht über in die Fuß- 
punktfläche einer Fläche zweiter Ordnung (vgl, S. 89). 

Einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung entspricht in 
einer Inversion eine Zyklide mit einem Knotenpunkt im 
Inversion smittelpunkt. Die weiteren speziellen Fälle sind 
bereits 118. erwähnt. 

Der Spezialfall der Dupinschen Zykliden. 

143. Es mag hier gleich der Grenzfall erwähnt werden, 
der sich ei^bt, wenn der Mittelpunkt der erneagendon 
Kugel sich statt auf einer Fläehe zweiter Ordnung auf 
einem Kegelschnitt bewegt. Gehen wir nun aus von drei 
Kugeln Äj- = (* = 1 , 2 , 3) und bilden aus ihren den 
Bündel 

Jc^Ki + k^K^ + k^K^^^O. 

Die Mittelpunkte der Kugeln desselben erfüllen die Ebene 
M^M^M^. Die Parameter Ä,- können wieder als Flächen- 
koordiuaten in bezug auf das F.- Dreieck M^ M^ M^ gedeutet 

werden. Setzen wir ^ = f, ^ = i;, so haben wir die En- 

veloppe der Kugel 
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zu bestimmen, wenn zwischen den f und t] eiue Beziebung 
besteht 

welche den in der Ebene Mj M^ M^ gelegenen Kegel- 
schnitt darstellt. Durch Wiederholung der soeben durch- 
geführten Betrachtung oder auch auf Grund der schon in 42. 
gegebenen Ableitung finden wir für diese Enveloppe die Glei- 
chung 



»., «.. %„ ^.l = " 

^1 K.^ K^ \ 
oder 

die auch symbolisch 

{Kl , K^ , K^f = 

geschrieben weixien kann. Auch diese Fläche ist von der 
vierten Ordnung und hat den Kugelkreis zur Doppelkurve. 
Dagegen hat sie, im Unterschied zu den allgemeinen Zykliden, 
die beiden Punkte, weiche den drei Kugeln Ki = gemein- 
sam sind, zu Knotenpunkten, wie aus der Form der Glei- 
chung ohne weiteres zu ersehen ist. 

Diese Flächen sind identisch mit den schon behandelten 
Dupinsohen Zykliden {vgl. 136.), die wir durch Inversion aus 
der Ringfläche und dem Umdrehungskegel ableiteten. Um 
dies zu beweisen, sehen wir zunächst zu, wie sich die Ring- 
fläche in der soeben erwähnten Art erzeugen läßt. Ist g 
die Rotationsachse der Ringfläche und wählen wir auf ihr 
beliebig einen Punkt. 6? als Zentrum eines Kreises, der die 
in irgend einem Meridian liegenden Kreise orthogonal 
schneidet (Pig. 58), so besehreiht dieser Kreis bei der Ro- 
tation eine Kugel und die Ringfläche wird auch erzengt, 
indem man eine Kugel vom gleichen Radius r wie der er- 
zeugende Kreis sich so bewegen läßt, daß ihr Mittelpunkt 
den Kreis mit dem Radius a und dem Mittelpunkt N be- 
schreibt, während sie die obige Kugel stets orthogonal 
schneidet. Es ist also der Deferent für die Ringfläche ein Kjeis. 
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Wäiilen wir nun irgendwo ein Zentrum einer Inversion, 
legen durch parallel zur Rotationsachse g die Z-Achse, 
die X-Äcbse durch senkrecht zu g , die y-Achse durch 
senkrecht zur Ebene {Og) und hat der Punkt N die Ko- 
ordinaten IX, y, so ist der Deferentenkreis gegeben durch die 
Gleichungen 

{X — ay -^ ^^ = a"- , g^y. 
Eine Kugol vom Radius r 

a;2 -I- )/2 -h 2^ - 2 (J.a: + _Bi* -K C^) + P = , 
wobei 

P - ^ä _,_ 58 ^ C^ - rS 




ist in der die Eingfiache erzeugenden Reihe enthalten, wenn 
ihr Mittelpunkt auf dem Deferenten kreis liegt, wenn also 



oder 

(11) 

und außerdem 



^2 + B2 = «2 _ a^ + 2 a J 
C_r. 



Die obige Kugel geht durch die Inversion über in die andere 

P(a;2 +2,3 + ^3} _ l-kijLx + ^y + Cs) + ftä = 
und ihr Mittelpunkt hat die Koordinaten 

_h_A _kB _lcy_ 
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Es ist nun 




P= ^H- B^ + C^ — r^ - «^ — a^ - 


r- + 'i(xA 


oder 
wobei 




l'^a'-ei'-r. 




Demnach nehmen X, y, z die M'orte an 




hA kB 


*, 


"^l' + ixA' " l' + 2«A' '' 


l' + 2iiA 



Da aber zwischen A und S die obige Gleichung (11) besteht, 
so stellen diese Gleichungen einen Kegelschnitt vor und er 
ist der Ort für die Mittelpunkte der entsprechenden Kugeln. 
Der Radius It der Kugel ist gegeben durch 

Diesei- Kegelschnitt ist also der Deferent für eine Kugel, 
welche die der Kugel ((?) entsprechende stets orthogonal 
schneidet, und damit ist die obige Erzeugung der Fläche 
nachgewiesen. Wir sehen auch, daß es bei den Dupinschcn 
Zykliden nicht bloß eine Leitkugel gibt, sondern unendlich 
viele, welche ein Büschel bilden. 

Die unendlich fernen Punkte des Kegelschnitts ent- 
sprechen den Werten von A, welche sich aus 

ergeben. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, wenn in der 
Reihe der Kugeln, welche die Bingfläche erzeugen, zwei 
vorhanden sind, die durch den Koordinaten anfang gehen. 
Diese werden nämlich dann in Ebenen übei^eführt, d. h. in 
Kugeln von unendlich großem Radius und mit unendlich 
fernem Mittelpunkt Das tritt ein, wenn im Innern der 
ßingfläche gelegen ist. Liegt außerhalb der Eingfläehe, 
so ist der Deferent eine Ellipse. Geht die Ringflaishe durch 
hindurch, so hat der Deferent einen unendlich fernen 
Punkt, ist also eine Parabel und die Zyklide ist {vgL 139.) 
eine parabolische. 

144. Haben wir endlich im speziellsten Falle einen 
Umdrehungskegel, dessen Achse g wieder parallel zur 
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2-Achse in der XZ-EhanQ gelegen sei, un<J sind a , y die 
Koordinaten der Spitze des Kegels, während d der Öfiriungs- 
winkel desselben, so kann der Kegel durch eine Kuge! er- 
zeugt werden, deren Mittelpunkt sich auf der Achse des 
Kegels fortbewegt. Hat in ii^end einer Lage der Mittel- 
punkt einer solchen Kugel die Koordinaten oc, c, so ist ihr 
Üadius H gegeben durch 

JJ = (y — c) • sin d . 
Die Kugel seimeidet jede durch g gehende Ebene ortho- 
gonal. Die Gleichung der Kugel mit dem Mittelpunkte a, c 
wird also 

x^ + y^ + z^ — 2ax~2cz-\-a.^-\- c^ — (y — c)^'sin"M = . 
Ihr entspricht in einer Inversion die andere Kugel 

und ihr Mittelpunkt hat die Koordinaten 

Für c als variabeln Parameter erfüllen diese Mittelpunkte 
wieder einen Kegelschnitt in der X2-Ebene. Derselbe geht 
in diesem besonderen Falle allerdings durch den Koordinaten- 
anfaiig und durch den Punkt, welcher der Kegelspitze ent- 
spricht, also durch die beiden reellen Knotenpunkte der 
Flädie. Der Ebenenbüschel mit der Achse g wird in einen 
Kngelbüschel transformiert und jede Kugel desselben kann 
als Leitkugel benutzt werden. Es bat sieh mithin gezeigt: 

Die Dupinschen Zykliden haben als Deferenten 
einen Kegelschnitt, der für die parabolische Zyklide 
eine Parabel ist. Die Leitkogeln bilden ein Büschel. 

Kreissysteme auf der Zyklide, Doppeltangential- 
ebenen. 
145. Kehren wir wieder zurück zu der aligemeiueu 
Zyklide, deren Deferent eine beliebige Fläche zweiter Ord- 
imng ist. Wir wollen annehmen, dieselbe sei ein ein- 
schaiiges Hyperboloid. Durch einen Punkt F derselben 
gehen in der Tangentialebene zwei Erzeugende g und h der- 
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selben. Lassen wir den Mittelpunkt der erzeugenden Kugel 
auf g und k fortrücken, so bilden die entsprechenden 
Kugeln je ein Büschel nach. 141. und die Grundkreise Kg 
und Kl, beider Büschel liegen auf der Zyklide. Da beide 
Klreiae dem Kugelbündel angehören, welches die Tangential- 
ebene bestimmt, so müssen K/f und K/, die Leitkugel ortho- 
gonal schneiden und ihre Ebenen gehen durch deren Mittel- 
punkt. Die zum Punkte P gehörige erzeugende Kugel 
enthält diese beiden Kreise und die Berührungspunkte 
dieser Kugel mit der Zyklide sind die Schnittpunkte der 
beiden Kreise. Dieselben liegen nach 141. auf der Senk- 
rechten, welche vom Mittelpunkte auf die Tangentialebene 
gefällt werden kann. 

Der Schnitt der Kugel (P) mit der Zyklide ist im 
ganzen eine Kurve achter Ordnung. Da aber durch den 
Kugelkreis die Kugel einfach, die Zyklide zweimal hin- 
durcligeht, so bleibt außer dem Kugelkreise noch eine Kurve 
vierter Ordnung; die beiden Kreise Kg und Kt liefern dem- 
nach den vollständigen, im Endlichen gelegenen Schnitt der 
Kugel (P) mit der Zyklide. 

Die zwei Scharen von Erzeugenden g und h des De- 
ferenten liefern mithin zwei Systeme von Kreisen, die auf 
der Zyklide gelegen sind. Wenn ferner der Deferent er- 
zeugt werden kann, indem man die Erzeugende g sich so 
bewegen läßt, daß sie stets die drei Erzeugenden h , h', h" 
der anderen Schar schneidet, so erhält man die Zyklide, 
wenn man von drei Kreisen Kj, Kl,, Ki' ausgeht, die in 
Ebenen durch liegen und die Leitkugel orthogonal treffen 
und nun einen Kreis Kg sich so bewegen läßt, daß er jeden 
dieser drei Kreise zweimal schneidet. 

Liegt P im Unendlichen, so berührt die Tangentialebene 
dieses Punktes gleichzeitig den Asymptotenkegel der Fläche 
längs der Erzeugenden PM, wenn M der Mittelpunkt der 
Fläche zweiter Ordnung, und sie schneidet aus der Fläche 
zwei parallele Erzeugende g und h aus. Die zum Punkte P 
gehörige Kugel geht i de Ebene über, welche durch den 
Mittelpunkt der LeitU o-e! normal zu PM gelegt werden 
kann. Diese Ebene entl alt auch w eder die beiden Kreise, 
welche den Geraden g 1 / ent [ echen und deren Schnitt- 
punkte auf der durch a t d e Tingentialebene gefällten 
Senkrechten liegen mi s en E 1 e ilirt daher diese Ebene 
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die Zyklide io den Schnittpunkten der beiden Kreise, sie 
ist eine doppelt berührende oder Doppeltangentialebene; die 
Senltrechte aber, welche die Beriihnmgapunkte enthält, ist 
eine Doppeltangente der Fläche. 

Nimmt P alle möglichen Lagen auf dem unendlich fernen 
Schnitt des Deferenten an, so beschreibt MP den Asyraptoten- 
kegel und die zu MF normale Ebene durch umhüllt einen 
Kegel zweiter Ordnung. Zufolge der gleichen reziproken Zu- 
ordnung entspricht dann aber einer Tangentialebene des Aaym- 
ptotenkegels die von auf sie gefällte Senkrechte und diese ist 
eine Erzeugende dieses Kegels. Wir erhalten demnach durch 
einen Kegel zweiter Ordnung, gebildet von Doppeltangential- 
ebenen, dessen Erzeugende Doppeltangent«n der Fiäehe sind 
und erkennen: 

Alle die Zyklide erzeugenden Kugeln berühren 
die Fläche doppelt und haben mit ihr zwei Kreise 
gemein, welche durch die beiden Berührungspunkte 
gehen. Die Zyklide kann auch erzeugt werden 
durch einen Kreis, der drei andere Kreise je zwei- 
mal schneidet. Die Ebenen dieser drei Kreise gehen 
durch den Mittelpunkt der Leitkugel und schneiden 
diese orthogonal. Im Mittelpunkte der Leitkugel 
existiert ein Kegel zweiter Ordnung, der umhilllt 
wird von Doppeltangentialebenen der Zyklide, während 
seine Erzeugende die Zyklide doppelt berühren. Jede 
dieser Doppeltangentialebenen schneidet die Zyklide 
nacH zwei Kreisen, deren Schnittpunkte auf einer 
Erzeugenden des Kegels liegen. 

Weitere Formen der Gleichung der Zyklide. 

146. Es ist nun auch möglich, die Gleichung der Leit- 
kügel K^ auszudrücken durch die Ausdrucke Ki auf Grund 
folgender Uii>erlegung; nehmen wir Kq selbst als Deferenten, 
so schrumpft jede erzeugende Kugel in einen Punkt zu- 
sammen, wir erhalten K^ selbst, doppelt gerechnet, als er- 
zeugte Fläche, Die Gleichung der Örthogonalkugel haben 
wir aber in (12) auf 8. 241 aufgestellt. Um dieselbe in 
Ebenen koordinaten zu bekommen, muß die Determinante 
der Form mit den |( gerändert werden. Ersetzen wir die ^i 
durch die Ki, so erhalten wir die entsprechende Zyklide: 

Doülilemann, Geometrische Transfiivmationon. IL 18 
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r'f j-jigcosö^g »-^rjcosöig rj^r^eosS^i^ K^ 

(12) r^r-i cosögi r^ r^ cos ö^^ r^ r^ r^ cos 0,4 Xg = 

r^r^cosöii »■4r2CosÖ42 r^rgcosö^^ »^ Ä^^ 

K^ Ä"a ^3 Zi 

und diese Gleichung muß wesentlich, d, h. bis auf einen 

eventuellen Zahlenfaktor, das Quadrat von K sein. 

Dividieren wir aber in der obigen Determinante die 
erste Zeile mit r^ , die zweit« mit r^ usf., ferner die erete 
Kolonne mit )■; , die zweite mit r^ usf., so ergibt sich 



1 


cos öl j 


cos 613 


COSÖjj^ 


n 


COSÖ^i 


1 


COdöj,; 


eose^^ 


Ki 


cosöai 


COSÖf.^ 


1 


cos Ö34 


K,, 


COSÖ^i 


cosOii 


C0SÖ,3 


1 




-Kl' 


-Kä 


-ffs 


K^ 





Nehmen wir an, daß die vier Kugehi Ä", = einander 
paarweise orthogonal schneiden, so daß Oa ~ 90", so ver- 
einfacht sich die Gleichung wie folgt: 



K^ 
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Bezeichnen wir mit fi einen Zahlenfaktor, so wird also 



Dies ist aber eine Identität, die für jedes Wertsyatem a;, f, s 
erfüllt sein muß, und wir bestimmen /i , indem wir an Stelle 
von X, y, s den Koordiaatenanfang mit den Koordinaten (0, 0, 0) 
setzen. Dann ist 



if.(0. 


0, 0)--tJ, 


Jf,(0, 0, 


0) - ri , 


folglich 


"4^-4 


-i-4 




Addieren wir a 


ber zu der Gleichung 




"ih+k 


:H + ^} = 


n .Kl 


-f + f. 


beiderseits — ^ 


, SO erhalten wir 




«{^+^+1 


^+i+Äh 


« , Kl , Ki k; 



Kl 



In dieser Beziehung treten rechts alle fünf Kugeln ganz 
symmetrisch auf, was ja auch geometrisch zu erklären ist 
Sie muß also gelten für jede Anordnung, d. h. es könnte 
links statt K^ auch ein K^ stehen. Daraus würde aber K^ = K^ 
folgen, was unmöglich ist. Folglich muß sowohl die rechte 
Seite als auch der Faktor links identisch verschwinden 
und man hat 

(13) f + f + fH-f + f = 



(14) 4 + V, -I- , + .j -I- -,- = . 

'■(I 'J ^2 '3 M 

Die Gleichung (13) liefert folglich die Leitkugel, dar- 
gestellt durch die vier Kugeln Ki, die aber noch überdies 
zu je zweien sich orthogonal schneiden; Gleichung (14) gibt 
die Beziehung zwischen den Kadien von fünf solchen paar- 
weise orthogonalen Kugeln und läßt erkennen, daß nicht alle 
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Eadiea reell sein können, daß vielmohr mindestena eine 
Kugel einen imaginären Eadiiie haßen muß. 

Denken wir uns jetzt die Leitkugel Kf, und den De- 
ferenten <p als eine Fläche zweiter Ordnung gegeben. Da- 
durch ist die Zyklide bestimmt. Die Kugel K(, und die 
Fläche zweiter Ordnung bestimmen aber ein gemeinsames 
Polartetraeder; jede Ecke desselbeu kann als Mittelpunkt 
einer Kugel genommen werden, welche Kf, orthogonal schneidet. 
Diese vier Kugeln seien Kj = (i = l, 2 , 3 , 4) und wir 
können sie benutzen, um durch sie das Gebüsch darzustellen, 
für welches K(, die Orthogonalkugel ist. Dana muß aber 
der Deferent in der Form erscheinen: 

(p ^ a^-i hl + «32 ^ + «SS ^i + «44 A4 = 

und in Ebenenkoordinaten 



















-0. 



«44 

i, ^> k 

Ersetzen wir die fj durch die Ki, so ergibt sieh für die 
erzeugte Zyklide 

(15) «u K\ + %, Xl-I- <Xbb IQ. + «41 -Sl = , 

wobei 

Die Gleichung der Kugel K^ muß ebenfalls als eine 
Summe von Quadraten erscheinen, also (129.) in der Form 

r\h\-\' rlhl -\-rlhl + rp| = . 
Daraus folgt, daß Qu = 90 , d. h. daß die vier Kugeln Kf sich 
paarweise orthogonal schneiden; folglich gilt wieder die obige 
" " ' ; (13). Setzen wir jetzt der Einfachheit wegen 

Kl „., -Sl ,.2 -^ _ 



n n -4 

so wird dieselbe 

(16) K? 4- Kf + Ki + K^ + Ki = . 



Ki, 
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Die Gleichung der Zyklide kann daiio nach (15) zimächst 
geschrieben werden: 

(17) «3 K| + «B Kf + «4 K| + «5 K^ - . 

Addiert man die Identität (16) dazu, so eihiüten wir die 
andere Form 

(18) öl KJ + 62 KU- 63 Kl + \K'i-^b,Kl==0. 

Es folgt also: Die Gleichung einer Zyklide kann entwi'der 
in der Form (18) geschrieben werden als eine Summe der 
Quadrate der Gleichungen von fünf Kugeln, die sich alle 
paarweise orthogonal schneiden und zwischen deren Gleichungen 
die Identität (16) besteht oder auch in der Form (17), wo 
bloß vier dieser Ausdrücke vorkommen. 

Die Richtigkeit dieser Ableitung laßt sich nachträglich 
durch Abzählen der Konstanten dartun. In dei- Tat ent- 
hält die Gleichung (17) wegen der vier auftretenden Kugeln 
sechzehn Konstante, wozu noch die drei wesentlichen Zahlen- 
koeffizienten der Gleichung kommen. Da sich je zwei der vier 
Kugeln orthogonal schneiden, so existieren sechs Bedingungs- 
gleichungen; dies liefert 16 + 3 — 6 = 13 beliebige Konstante, 
wie es der Fall sein muß (vgl. 142.). Die Form (18) aber 
enthält wegen der fünf auftretenden Kugeln 5 • 4 4- 4 = 24 
Konstante; außerdem bestehen infolge der Orthogonalität der 
fünf Kugeln zehn Eelationen, wozu noch (14) hinzukommt. 

Die Inversionen, welche eine Zyklide in sich 
überführen. 

147. Wir haben schon durch die Bezeichnung vermittels 
der K( zum Ausdruck gebracht, daß zwischen der Inversions- 
kugel K^ und den Kugeln Ki kein Unterschied besteht. Es 
kann folglich auch jede der fünf Kugeln K,' als Inversions- 
kugel gewählt werden, während man die vier übrigen be- 
nutzt, das Gebüsch zu bestimmen. Immer wird die betreffende 
Inversion die Zyklide in sich selbst überführen. Nennen wir 
die Mittelpunkte der Kugeln K,- bzw. Mt, so gibt es also 
fünf Inversionen dieser Art. Außer dem schon eingeführten 
Deferenten erhalten wir noch vier andere, auf denen sich die 
Mittelpunkte der erzeugenden Kugeln in den vier anderen 
Fällen fortbewegen. 

Zwischen diesen fünf Mittelpunkten besteht ein einfacher 
geometrischer Zusammenhang. Betrachten wir etwa das Tetra- 
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eder M^M^Mf^M^ und fällen von M^ die Senkrechte Ji auf 
die Ebene 'MiM^M^. Die Polarebene des Punktes M^ ist 
die Ebene M^ M^ M^ , die Potarebene des unendlich fernen 
Punktes von h ist die Ebene, welche durch den Mittelpunkt 
der Kugel (M^) normal zu h gelegt werden kann, also parallel 
zur Ebene M^M^M^ verläuft. Daraus folgt, daß die zu h 
konjugierte Gerade oder Polare im Unendlichen liegt und 
das gleiche ergibt sich für die anderen Höhen des Tetra- 
eders MiM^MgM^. Die seinen Hohen entsprechenden Ge- 
raden liegen mithin in der unendlich fernen Ebene, also 
müssen die vier Höhen selbst sich in einem Punkte, dem 
Pole derselben, d, h. im Mittelpunkte M^ der Kugel, be- 
gegnen. M^ ist der Schnittpunkt der vier Höhen des 
Tetraeders M^ M^ M^ M^ und analog für die andern 
Tetraeder. 

Durch jeden der Punkte Mf geht folglich auch (vgl, 145.) 
ein Kegel zweiter Ordnung, lunhüÜt von den Doppeltangential- 
ebenen und mit Doppeltangenten der Zyklide als Erzeugenden. 
Kummer hat für die allgemeine Fläche vierter Ordnung mit 
Doppelkegelschnitt gezeigt, daß alle doppolt berührenden 
Ebenen, welche Kegelschnittpaare aus der Fläche ausschneiden, 
fünf Kegel zweiter Ordnung umhüllen, die nach ihm als 
die Kummerachen Kegel bezeichnet werden. Durch irgend 
einen Punkt im Räume gehen demnach zehn Ebenen, weiche 
die Zyklide nach Kreispaaren schneiden. Es sind dies die 
Tangentialebenen an die genannten Kegel, Zusammenfassend 
bemerken mr endlich noch: 

Es gibt fünf Inversionen, welche eiue allgemeine 
Zyklide in sich überführen, und die Zyklide kaim 
auf fünffache Art durch eine Fläche zweiter Ord- 
nung als Deferenten und eine Leitkugel erzeugt 
werden. Die fünf Mittelpunkte dieser Inversionen 
liegen so, daß das aus vieren derselben gebildete 
Tetraeder den fünften zum Höh enachnittp unkte hat. 
Jeder der Inversionsmittelpiuikte trägt einen Kegel 
zweiter Ordnung, dessen Tangentialebenen die Zyklide 
je nach zwei Kreisen schneiden, also doppelt be- 
rühren und dessen Erzeugende Doppeltangenten der 
Zyhlide sind. Durch irgend einen Punkt im Eaume 
gehen zehn Ebenen, welche aus der Fläche Kreis- 
paare ausschneiden. 
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Die Zykliden Laben zahlreiche weitere elegante Eigen- 
schaften: die fiiof Def ereilten der gleichen Zyklide sind kon- 
fokal; man kann aus den Zykliden ein Orthogonal System 
bilden derart, daß solche konfokale Zykliden sich in ihren 
Krümmungslinien durchschneiden usf.; in betreff weiterer 
Ausführungen muß auf die schon zitierten Arbeiten von 
Casey und Darboux verwiesen werden. Eine Klassifikation 
der Zykliden hat Loria [(3) auf S. 250] durchgeführt, indem 
er die Eigenschaft benutzte, daß die Punktkugeln eines 
quadratischen Kugelkomplexes eine solche Fläche bilden. Man 
hat also dann zur Bestimmung der Zyklide einerseits die 
Gleichung zweiten Grades in den Koordinaten Xi (vgl. S. 248) 

fixrj = , 

und andererseits die quadratische Bedingung 

li^^ = , 

welche aussagt, daß der Radius der Kngel verschwindet. Vw- 
mit sind aber die Voraussetzungen gegeben, um die Weier- 
straßsehe Theorie der Elementarteiler (G. T. 1 170. S. 182) 
auf die Untersuchung dieser Flächen anwenden zu können. 
Segre (5) vervollständigte diese Untersuchungen und gab 
auch eine gute Übersieht der vorhandenen Literatur. Er 
zeigte, daß von den achtzehn Typen, welche Loria aufstellte, 
nur zehn wirklich existieren. 
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§ 30. Die Methode der elcktrisehen Bilder. 

Definition der elektrischen Bilder. 

148. Wenn wir im folgenden eine Anwendung der In- 
version in der mathematischen Physik erwähnen, so kommen 
wir damit auf die Geschichte dieser Abbildungsmethode über- 
haupt zurück. Schon Plücker (1) gab in einer vom Ende 
Oktober 1831 datierten Abhandlung den Grundgedanken der 
Transformation durch reziproke Badien, indem er zu einem 
Kreise und zu einer Geraden die inversen Bilder bestimmte 
und damit Sätze über Gerade und Kreise in andere über Kreise 
übertrug. Wohl unabhängig davon hat W. Thomson (2, 3, 4) 
gel^entlich der Behandlung gewisser Aufgaben der Physik 
(1845) die Transformation durch reziproke Radien angewandt 
und als das „Prinzip der elektrischen Bilder" bezeichnet. 
Unter Benutzung der Begriffe , ^Potential" und „Niveauflächo" 
gelangt man zu demselben in folgender Weise; 

In einem gleichförmigen, dielektrischen Medium von un- 
endlicher Ausdehnung mögen sieh zwei Punkte A und A' 
befinden mit den Elektrizitätsmengen t und t' . Dann ist 
das Potential irgend eines Punlites /*, der von A und A! 
die Abstände $ und ^j' besitzt, bekanntlich 

(1) 7=^ + 4- 

Erteilen wir F einen konstanten Wert, so beschreibt P 
eine Fläche gleichen Potentials oder eine Niveaufläche. Greifen 
wir diejenige unter diesen Flächen heraus, für welche F = 
ist und setzen wiv weiter voraus, daß die in A' befindliche 
Elektrizitäts menge das entgegengesetzte Vorzeichen habe wie 
die in A, setzen wir also e = e, f.' ^ —e' , so wird für 
diese Fläche 

(2) 4 = 4 

und dies ist eine Kugel, da jede Ebene durch die Ver- 
bindungslinie AA' als Schnitt einen Kreis hefert; derselbe 
möge in C und D der Linie AA' begegnen und sein Radius 
sei = ro , sein Mittelpunkt (Fig. 59). Die Punkte C und D 
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liegen harmonisch zu Ä und A'. Nun können wir uns die 
Kugelfläohe durch eine metaiiene KugeUchale ersetzt denken, 
die durch einen dünnen Draht zur Krde abgeleitet ist. Auf 
der Kugel haben wir dann immer noch das Potential Null, 
aber die Elektrizität wird sich auf ihr verteilen, wie es der 
von den Punkten Ä und A' ausgeübten Influenz oder In- 
duktion entspricht. Das Potential in irgend einem Punkte 
des Raumes, sowohl innerhalb wie außerhalb der Kugel, also 
auch die elektrische Wirkung im ganzen Räume wird durch 
diese materielle Kiigel nicht geändert, 




Entfernen wir jetzt den Punkt A', so wird das Potential 
innerhalb dcrKugel überall den Wert Null annehmen, wälirend 
sich außerhalb der Kugel nichts ändert (Greenscher Satz). 
Dann können wir aber folgendes behaupten: Wird eine Kugel- 
schaie von einem außerhalb derselben gelegenen Punkte A 
influen2äert, so ist in bezug auf außerhalb der Kugel gelegene 
Punkte die Wirkung dieser Kugelschale in Verbindung mit 
der des Punktes Ä gleich der Wirkung des Punktes ji' wieder 
in Verbindung mit der des Punktes A. Es ist also die 
Wirkung der Kugel durch diejenige des innerhalb derselben 
gelegenen Punktes A' ersetzt worden. 

Hat man andererseits einen Punkt A' , der innerhalb 
einer Schale gelegen dieselbe influenziert, so kann in bezug 
auf innerhalb der Kugel gelegene Punkte dessen AViikung 
zusammen mit derjenigen dieser Kugel ersetzt werden durch 
die Wirkung des außerhalb der Kugel gelegenen Punktes A 
in Verbindung mit der des Punktes A' . 

In Analogie mit den virtuellen Bildern der Optik nennt 
nun Thomson jeden der Punkte A und A' das „elektrische 
Bild" des andeni in bezug auf die Kugel. 
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149. Ä und Ä' entsprechen einander in einer Inversion, 
für welche der Mittelpunkt ist. Sind B und R' zwei andere 
entsprechende Punkte, so besteht also die Beziehung 

OA-OÄ'^OR-OR' = k = rl. 

Das Verhältnis der in A und A' konzentrierten Massen e 
und e' können wir durch den Kadius *•„ der Inversionskugel 
ausdrücken. Errichten wir in A' die Senkrechte, welche in P 
den Kreis treffen möge, so ist wegen der Ähnlichkeit der 
Dreiecke AA'P und A'OP, wenn AP^r, A'P = r' 

r^ AO r e 



also 






r. A'O 


(3) 


'-'iLo-'-f-- 



Dadurch ist also die elektrische Masse besthnmt, welche in 
dem Punkte A' anzubringen ist, wenn der Punkt A die 
Masse e trägt. Hat man irgend eine endliche Masse m, so 
wird man zu jedem einzelnen Massenteilchen, das in einem 
Punkte konzentriert gedacht wird, das entsprechende ermitteln 
können, und man erhält so eine entsprechende Masse m' , 
das elektrische Bild der ersten. 

Auch die Dicht^keiten, welche in der abgebildeten 
Figur vorhanden sind, ergeben sieh ohne weiteres, wenn wir 
die Formein (14) (15) (16) auf 8. 213 und 216 benutzen, 
welche in der Transformation durch reziproke Radien zwischen 
entsprechendenLinien-jFlächen-undRaumelementen bestehen. 
Bezeichnen wir nämKch mit l, g, a bzw- eine Linien-, Flächen- 
oder Raumdichtigkeit, während dm eine lunendlich kleine 
Masse sein möge, die in dem Linien-, Flächen- oder Raum- 
element verteilt ist, so ist 

j _ '^''* __ (^m __ dm 

ds ' do) ' dv ' 

Nun ist z, B. die Liniendiehte q' im entsprechenden Ele- 
mente ds' gegeben durch 

, dm' 
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Ferner hat man , , 

dm' __r' _ »■(, 

dm r„ r 



Daraus findet i 



.l^i = --X 



und ebenso 



Q = "752= "3 e 



Endlieli erörtern wir noch den Zusammenhang, der zwischen 
dem Potential V einer gegebenen Masse m für irgend einen 
Punkt J? und dem Potential V der transformierten Masse m' 
in bezog auf den entsprechenden Punkt P' besteht. 

Greifen wir irgend einen Punkt A der einen Masse 
heraus, in dem sich die Masse dm befinden möge, während 
im entsprechenden Punkte Ä' die unendlich kleine Masse dm' 
konzentriert ist, sind ferner v und i>' die Potentiale dieser 
Massenpunkte in bezug auf P und P', so bestehen die Be- 
ungen. lim : dm' = ÄO : r^ = r^ ■ A'O 



dm 



dm' 





-'Af ""AV 


rnid diu-aus 


dm A'J" AO A'F' 
dm' ÄF ru AI' 


D« aber AFÄO ^ 


^ AF'A'O, so ist 




A'F' A'O 


und damit 


AF FO 
, V-PO i> ■ r, 
" r, F'Ö ■ 


Diese Ausdrücke enthalten aber die Entfernungen der 
PunJite P und I" von A und A' gar nicht mehr, also gilt 
auch für die Gesamtmassen m und m' die Relation 




,„ r-PO F-r, 
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Einige Anwendungen, 

150. Thomson hat von der Methode der elektrischen 
Bilder zahlreiche Anwendungen auf Probleme der Elektrizitäts- 
lehre, Wärraeverteilung usw. gemacht; einige einfache Bei- 
spiele mögen davon einen Begriff geben. 

Denken wir uns zunächst eine irgendwie mit elektiischer 
Masse belegte Kugelschale. V sei das Potential derselben 
in bezug auf irgend einen im Innern derselben gelegenen 
Punkt P, Benutzen wir die Kugel und iliren Mittelpunkt 
dazu, eine Inversion zu bestimmen, so geht P in P' über, 
während die Kugel ungeäodert bleibt. Das Potential V 
von P' in bezug auf die Kngelschale \vird demnach 



Ist z. E. die Kugelschale gleichmäß^ mit Masse belegt, so 
ist F=konst., und es folgt: 

Das Potential einer gleichmäßig mit Masse be- 
legten Ki^elschale in bezug auf einen außerhalb 
derselben gelegenen Punkt P' ist dem Abstände 
dieses Punlites vom Mittelpunkte umgekehrt pro- 
portional. 
Weiß man, daß das Potential im Innern einer gleich- 
mäßig mit der Masse m belegten Kugelschaie 

F_ i 

ist, Bo ei^bt sich für das obige Potential 



Es ist mithin ebenso groß, als wenn die Masse der Schale 
in ihrem Mittelpunkte konzenti'iert wäre. Da man eine 
Vollkugel aus solchen Schalen zusammensetzen kann, so 
folgt auch noch: 

Das Potential einer Vollkugel, die gleichmäßig 
mit Masse erfüllt ist, in bezug auf einen außer- 
halb derselben gelegenen Punkt ist das gleiche, als 
wenn die Masse der ganzen Kugel im Mittelpuukte 
konzentriert wäre. 
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Betraehten wir endlich noch eine Vollkugel K, die 
gleichmäßig mit Masse erfüllt sein möge, so daß also 
ö = konst. In bezug auf einen außerhalb der Kugel ge- 
legenen Inversionsmittelpunkt wird das Bild der Kugel 
eine zweite Kugel K', die aber nicht gleichmäßig mit Masse 
erfüllt ist. Vielmehr ist die Dichtigkeit o' in einem Punkte P' 
nach Formel (4) der fünften Potenz des Abstandes F'O um- 
gekehrt proportional. Bezeichnet m wieder die Gesamtma-sse 
der Kugel, M ihren Mittelpunkt, so ist das Potential der- 
selben in bezug auf irgend einen außerhalb gelegenen Punk P 
nach dem soeben Bemerkten 



Ist weiter M' das Bild von M, so fällt M' nach dem 
Frühern (34,) zusammen mit dem JBilde von in bezug auf 
die Kugel K', Das Potential von K' für den Punkt P' 
wird dann aber 

V -r,, III rp 

" TW ^ F'O ■ FM ■ 
Führen wir eine Masse m' ein, welche gegeben ist durch 
, wi-Q _ m-M'O 
"* "" MÖ ~~ To ' 
lind konzentrieren dieselbe im Punkte M', so wird das 
Potential von P' in bezug auf diese Masse 
m' m r^ 

^\''elln also die Dichtigkeit einer Vollkugel in jedem Punkte F' 
der fünften Potenz der Entfernung F'O proportional ist, wo- 
l>ei ein außerhalb der VoUkngel gelegener Punkt, so ist 
das Potential und also auch die Anziehung dieser Kugel in 
bezug auf außerhalb derselben gelegene Punkte das gleiche, 
wie wenn die Masse m' im Punkte M' konzentriert waie, 
und M' ist das elektrische Bild von in bezug auf diese 
Kugeißäche. 

151. Endlich sei noch erwähnt, daß die Inversion auch 
in der Elastizitätslehre Anwendung findet, und zwar bei 
der Untersuchung der Spaunungs Verteilung in einem ebenen 



y Google 



286 VIII. Kubische und höhore bivatioiiale ßaumtraiisformationen. 

System. Fuhrt man die sog. Airysche Spannungsfunktion 
ein, durcii deren Ableitungen sich die Spannungen in einem 
ebenen System darstellen lassen, so kann man nach dem 
Vorgange von Miohell (8) durch das Prinzip der Inversion 
aus jeder bekannten Lösung neue Lösungen ableiten. 
Weitere elastische Probleme hat Timpe (9) im Anschluß 
an diese Untersuchungen behandelt. 
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YUl. Kapitel. 

Kubische und höhere birationale 
Raumtransformationen. 

§ 31. Die durch drei bilineare Glelehungeu bestimmte 
Terwandtschaft. 

Die Transformationsformeln. 
152. Die räumliche Inversion hat sich durchaus als 
eine Verallgemeinerung der inversen Verwandtschaft der 
Ebene herausgestellt. Aber schon die projektive Verall- 
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gemeineruDg der erstereii, die quadratische Eaumtransfor- 
mation (§ 20), zeigte keine Ähnlichkeit mehr mit der allge- 
meinen quadratischen Verwandtschaft der Ebene (§ 4), Diese 
Heß sich (vgl. 12.) besonders einfach durch zwei bilineare 
Gleichungen darstellen. In der Absieht, nun durch Über- 
tragung der Betrachtungen der Ebene auf den Raum zu ein- 
fachen räumlichen Verwandtschaften zu gelangen, können 
■wir von drei in den Koordinaten Xt und Xi linearen Glei- 
chungen ausgehen. Dann entspricht auch wieder jedem 
Punkte Xi des einen Raumes 2! ein und nur ein Punkt Xf 
im andern Räume 2'. Diese Raumtransformation wurde 
zuerst voo Magnus (1), später unabhängig von ihm gleich- 
zeitig von Cayley (2) und Noether (3) im Zusammenhang 
mit allgemeineren Betrachtungen untersucht. 

Ordnen wir die gegebenen büinearen Gleichungen nach 
den x^, so mögen sie die Form annehmen i 

iJ-i x[ + ^3 3^2 -(- Äs a;g + ^4 ^J = 
i?i xi + B^xi + Bs xi + B4 a^l = 
C, %' + Ca 3^ -I- C^x^+ C^xi^O . 
Hierbei ist dann 

(2) 



A, 


-«, 


i,it'i + »i 


i^l 


+ «,■ 


.^S 


+ », 


a 


-s, 


,»!, + !>,. 


,1, 


+ h 


a»l 


+ k 


Ci 


~c, 


!»!+«■ 


,lj 


+ <ä.: 


,x. 


+ 1, 



Nach den Xi geordnet erhalten wir dagegen 

(Ai «^1 -]- Ag a^ -1- A3 a^g -h A4 a^j = 
B^Xj -|-BgiK2 + B8iCa + B4iC4 = 
r,x, +r^x^ + r^xs + r^x^=^o, 

und die Aj-, B^, Ft sind jetzt lineare Ausdrücke in den Xf 
in der Art, daß 

Ai = (lii,x{ + O'ik^i + %l;^3 + ^4*^4 

Bf = ('ik^'i + ^ai^'J + hi^i + Ki^i 
r* = (.\i3r( + c^txi + c^^xi + CfiXi . 
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Ohne eine Variabel anszuzeichnen , achreiben wir die drei 
biHnearen Gleichungen 

B^^l^nXiXi (*, Ä= 1, 2, 3,4) 

Die Gleichungssysteme (1) oder (3) geben oiine weiteres die 
Werte der einen Variabein, auegedrückt durch die audern: 
Es wird 



(6) 
oder 


x; : x; : a. 


"i 


-Vi-n-n 


■V, 






nnd hierbei ist 


QX 


- <pi , (' 


= 1 


2, ? 


, \A A 


A 




■ii 


A 


A 




Ti~ B, B, 


B, 


<p-i = - 


Bi 


B, 


Bi 


P) 


\A A 


A 




c, 
A 


A, 


0. 

A 




9."\A b. 


B» 


, n-- 


Bi 


B, 


B, 


^ l c, c, 


6\ 




0, 


C, 


0, 


während andererseits 










(8) x,:x,:!. 


:^4 


= Wt •■ y^ '■ fs •■ yi 






oder 















V. - Bi B, 
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Die Funktionen ifn, ebenso wie die ^,- sind demnach vom 
dritten Grade In den Variabein iC,- bzw. x',. Einer Ebene 

(10) ffli Xi + «3 0^2 + «s a^j + «4 a;^ = 

im Räume S entspricht im Räume S' die Pliiehc drifter 
Ordnung 

(11) a, -ifi 'V «2 ij}^ + «3 V3 + «.1 Vi. = 
und ebenso der Ebene 

(12) ßixi + ßixi + ß^xi + ß^xi = 
die Fiäche dritter Ordnung 

(13) ßi <pi + ßi <p, +ßiPs + ßi 9-4 = 0. 

Die Transformation ist vom dritten Grade oder kubisch 
in beiderlei Sinn, d. h. den Ebenen des einen Eaumea ent- 
sprechen immer Flächen dritter Ordnung im andern Eaume. 
Wir werden später sehen, daß die Ordnungen der ipi und i/j^ 
bei Eaumtransformationen im allgemeinen gar nicht die 
gleichen zu sein brauchen. 

Die F.-Knrven. 
153. Dem oo^-fachen System (10) der Ebenen in 2 
entspricht im Räume .Z" das System (11), das wegen der 
Eindeutigkeit der Zuordnung der Punkte ebenfalls die Eigen- 
schaft haben muß, daß sich ii^end drei dieser Flächen noch 
in einem beweglichen Punkte schneiden, der eben dem Schnitt- 
punkte der drei tCbenen entspricht. Auch für das System (13) 
der Flächen y>i muß das Gleiche der Fall sein. Damit dies 
möglich sei, ist es notwendig, daß sowohl die Flächen fpi 
als die Flächen i/;,- gewisse feste Punkte und Kurven in ent- 
sprechender Vielfachheit gemein haben. Um dies zunächst 
für die Flächen tpi zu untersuchen, greifen wir etwa die 
Flachen 9?i = und ip^^^O heraus. Aus der in (7) ge- 
gebenen Form dieser Gleichungen erkennt man aber zunächst, 
daß diese beiden Flächen die Eaumkurve dritter Ordnung 
gemein haben, welche durch die drei Gleichungen 

^^^^ 1 B.C,-C<,B, = (} 
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gegeben ist. Denn schreiben wir die beiden ersten Glei- 
chungen je in der' Form AJÄ^ = JBs/B^ bzw. Ag/A^ = OJC^, 
BO folgt aus ihnen sofort die letzte Gleichung. Die Gerade 
A^ =0, A^ = 0, welche die beiden ersten Flächen zweiter 
Ordnung gemein haben, hegt aber nicht auf der durch die 
letzte der Gleichungen (14) gegebenen Fläche zweiter Ord- 
nung, Mithin haben die drei Flächen (14) eine Eaumkurve 
dritter Ordnung gemein. 

Außer in dieser ßaumknrve dritter Ordnung R^ müssen 
sich aber dann die Flächen g;^ = und (p^ =0 noch in 
einer Raumkurve sechster Ordnung L schneiden, da ja der 
vollständige Schnitt beider Flächen eine Eaumkurve neunter 
Ordnung sein muß. Man kann nun zeigen, daß auch die 
Flächen <pg — und 9^4 = durch L hindurchgehen. In 
der Tat müssen doch die Gleichungen (1) identisch befriedigt 
werden, wenn man die aus (6) sich ei^ebenden Werte für 
die «,' einsetzt, d. h. man hat 

Ai^ f^+A^(p^ + A3(pa + A^'Pi^^0 

B^ q>i + B,<p, + £,q>g + B^<p^ = . 

Eliminieren wir aus beiden Gleichungen <p^ , so ergibt sich 

(A^B^ — B^Ai)<Pi +{A^Bi~B^Ai)tp^ = {BsAi-A3B^)q>3. 

Die linke Seite der Gleichung gibt, = gesetzt, eine Fläche 
fünfter Ordnung, welche sicher durch den Gesamtschnitt 
von ipi=0, 9?2 = hindui'chgeht. Also muß auch die Fläche 

durch diese Schnittkurve hindurchgehen. Der erste Faktor 
ist aber die erste der Flächen (14), welche die JJ* enthält 
und die L jedenfalls nicht enthält; daher geht 913 = durch 
diese Kurve L hindurch. Ebenso läßt sich zeigen, daß 
auch 53^ = die Kurve L enthält. 

Demnach besteht die Sehnittkurve der Flächen (p^ — und 
ips = aus einem festen Teil, der Kurve L , und einem 
beweglichen TeU, der Kurve dritter Ordnung B». Diese 
letztere entspricht nämlich der Schnittgeraden a;f = 0, x^ = Q. 
Denn führen wir diese Werte in das System (1) ein und 
setzen weiter It -=—xlJx^, so erhalten wir die Gleichungen 

(lö) A,,=hA,, Bs=^kB,, C\^kC,. 
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Die Elimmation von Ä führt nun wieder zu den Glei- 
chungen (14) zurück, zugleich geben aber die Gleichungen (15) 
die ii* als Erzeugnis dreier projektiven Ebenenbüschel. 

Alle Flächen des Systems (13) haben mithin eine feste 
Kurve sechster Ordnung L gemein, und ebenso ergibt sich 
für den Baum 2' eine feste Kurve M', durch welche die 
Flächen ■^!i und überhaupt alle Flächen des Systems (11) hin- 
durchgehen. Die beiden Kurven L und M' sollen die „Fun- 
damentalkurven" des betreffenden ßaumes genannt werden. 
Jeder Geraden als Schnittlinie zweier Ebenen entspricht im 
andern Itaurae eine ßaumkurve dritter Ordnung, der Rest- 
schnitt der beiden entsprechenden Flächen dritter Ordnung. 

Die F.-Fläehen. 
154. Die Werte der a^i, welche die vier Gleichimgen cpi=0 
befriedigen, also die Punkte der Baumkurve L, haben für 
das Gleichungssystem (1) die Eigenschaft, daß gemäß den 
Gleichungen (6) die Lösungen zunächst unbestimmt werden. 
Tatsächlich sind dann die Gleichungen (1) nicht voneinander 
unabhängig, sondern es besteht zwischen ihnen eine lineare 
Relation. Bezeichnen wir nämlich mit <% , &i ? Ci die Unter- 
determinanten von A^^, B^, C^ in der Determinante 9)4 , so 
liefert die Entwicklung der Determinante (p^ bsiw- ip^ die 
Relationen : 

ajAs+hBs + c^Os = 
a,Ai + \Bi-]-€,C^ = 0. 

Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit xl, x^, a-g, xl 
ergibt sich 

a^A + \B + c^C=(i. 

Wir können also z. B. die letzte Gleichung in (1) weglassen 
und bloß die beiden ersten des Systems benutzen. Dann 
erfüllen aber alle Punkte x'(, welche einem solchen Wert- 
sj^tem Xi entsprechen, eine Gerade, die Schnittlinie dieser 
beiden entsprechenden Ebenen. Rückt der Punkt Xi auf 
der Kurve L weiter, so beschreibt diese Gerade eine Rcgel- 
fläche A', Ganz ebenso entsprechen den Punkten der F.- 

19* 



(16) 
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Kurve M' die Erzeugenden einer Eegelfläelie M in J". 
Diese beiden Gebilde heißen die FundaraentaJßäohen. 

In weletiem Zusammenhang stehen nun in jedem Räume 
die F.-Kurve und die F,-Fläehe? Einer beliebijren Geraden 
entspricht eine ßaumliurve dritter Ordnung, einer Erzeugenden 
der ßegeJfläche A' aber ein Punkt von L . Damit dies möglich 
sei, müssen sich drei Gerade abgesondert haben, d. h. die 
Erzeugende muß der P.-Kiirve M' dreimal begegnen, und 
jedem dieser Punkte entsprieht eine Erzeugende von M . 
Indem wir die analytische Begründung bei der allgemeinen 
Theorie zu geben uns vornehmen, sehen wir hier einstweilen 
geometrisch, daß die F.-Fläche eines jeden Ranmes nichts 
anders sein kann, als die Gesamtheit der dreifachen Sehnen 
der betreffenden F.-Kurve. 

Weitere Aufschlüsse über die Flächen gewinnen wir, 
indem wir die P.-Kurven noch genauer untersuchen. Dazu 
kann eine Abbildung dieser Kurve dienen, welche schon 
Hesse (4) gegeben hat. Eliminiert man nämlich aus den 
Gleichungen (16) die iC,, so erhält man 

ra^i + ^i^ii + CiCj, (j, «^ä+ii&^a + qqa i«i%3 + Öi&ia+CiC^,<| 

% %i4-^i ^li + '^i Hi 

Diese Gleichung ist in den Großen % , &i , q homogen und 
vom vierten Grade. Denken wir uns diese drei Zahlen in 
einer Hilfsebene als homogene Koordinaten eines Punktes 
gedeutet, so erhalten wir also eine Kurve vierter Ordnung C*, 
und es ist leicht zu zeigen, daß diese Punkt für Punkt ein- 
eindeutig auf die Eaumkurve sechster Ordnung L abgebildet 
wird. Denn jedem Punkte von L, d. h. Jedem Wertsystem Xf , 
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welches die vier Funktionen <pi verschwinden läßt, entspricht 
ein Tripel a^, h^, c^. "Wählen wir andererseitB auf der (7* 
einen Punkt Oj , &i , Ci aus, so verschwindet £ur ihn die 
obige Determinante, und ans den Gleichungen (16) läßt sich 
ein Wertsystem Xe berechnen. Dann folgt aber weiter aus 
denselben Gleichungen, daß für diese Werte Xi die vier 
Determinanten (pi verschwinden, d. h. Xi liegt auf der 
Kurve L. 

Die Kurve vierter Ordnung C*, in deren Gleichung die 
ach tu nd vierzig Koeffizienten der Transformation vorkommen, 
wird als allgemeine ihrer Art vom Geschleehte drei sein, und. 
da sie auf die Kurve L eindeutig bezogen ist, so muß nach 
dem Eiemannschen Satze (Wieleitner: Algebraische Kurven, 
8. 77) auch L das Geschlecht drei besitzen. Vom gleichen Ge- 
schleehte ist folglich auch der Kegel fünfter Ordnung, der 
aus irgend einem Punkte von L die Kurve L projiziert, und 
weiter der Schnitt dieses Kegels mit einer beliebigen Ebene. 
Dieser letztere muß demnaäi drei Doppelpunkte besitzen, 
da die Kurve fünfter Ordnung höchstens sechs Doppelpunkte 
haben kann. Es gehen folglich auch von einem Punkte der 
Kurve L drei Linien aus, welche L noch zweimal treffen, 
oder mit andern "Worten: Die von den dreifachen Sehnen 
der Kurve L gebildete Eegelfläche hat L zur dreifachen 
Kurve. 

Die Ordnung der Eegelfläche W) bestimmt sich dann 
aber in der bekannten Art: Ist g eine Erzeugende von M, 
so legen wir durch g irgend eine Ebene. Diese wird mit M 
eine Sehnittkurve liefern, deren Ordnung gleich der Zahl der 
Schnittpunkte mit g ist. Nun sind die drei Schnittpunkte 
von g mit L Doppelpunkte für diese Sehnittkurve, ferner 
wird die durch g gelegte Ebene die Eegelfläche in einem 
Punkte von g berühren. Andere Schnittpunkte sind nicht 
möglich, also ist der Schnitt von der siebenten Ordnung; 
die Eegelfläche M selbst aber wird von der achten Ordnung. 
Von der gleichen Ordnung ist natürlich auch die F.- 
Fläche Ä' in 2'. 

Wollte man die Gleichung einer solchen F,-Fläche, so 
wäre zu überlegen, daß einer Ebene (10) von 2 zunächst 
die Fläche dritter Ordnung (11) in 2' entspricht, Suchen 
wir zu dieser Fläche aber wieder das entsprechende Gebilde 
im ersten Eaume, so besteht diese in der Ebene (10) und 
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in der einfach gezählten F.-Fläche M • Es muß sich also 
von dem Ausdrucke 

(17) Z'^'y^i^i' V2> n, Vd-O (i = l, 2, 3, 4) 

der Faktor (10) abspalten lassen und der Eest gibt die 
Fiäehe M , deren Gleichung sich, wie Noether 1. c. zeigt, in 
Form einer Determinante schreiben läßt. Wir haben mit- 
hin gesehen; 

„Durch drei bilineare Gleichungen wird eine in 
beiderlei Sinne kubische Punkttransformation des 
ßaumes gegeben. Das F.-System in jedem Kaume 
besteht aus einer Kurve sechster Ordnung vom 
Gesehlechte drei und einer Eegelfläche achter Ord- 
nung, welche aus allen dreifachen Sehnen dieser 
Kaumkurve besteht und die Kurve sechster Ord- 
nung als eine dreifache Kurve enthält. Den Punkten 
der F.-Kurve im einen Räume entsprechen je die 
Erzeugenden der Regelfläche des andern Raumes." 

Die Bilder beliebiger Flächen und Kurven. 

155. Auf Grund der bisherigen Ergebnisse kann man 
ohne Schwierigkeit zu beliebigen Flächen und Kurven des 
einen Raumes ihre Bilder im andern Räume bestimmen. 

Ii^end eine Gerade l' von 2'' trifft die F.-FIäche A' 
in acht Punkten; durch diese gehen ebenso viele Erzeugende 
von Ä' und diesen entsprechen acht bestimmte Punkte von L. 
Durch diese geht die Raumkurve dritter Ordnung hindurch, 
welche in 2 der Geraden l' entspricht, und damit ist auch 
die Anzahl der Schnittpunkte erschöpft, welche diese Baum- 
kurve dritter Ordnung mit der F.-Fläehe M liefert. 

Ist jetzt in 2 irgend eine Fläche / m-ter Ordnung ge- 
geben, welche durch X A-mal hindurchgeht, so hat diese mit 
der oben erwähnten Raumkurve dritter Ordnung 3m— 8 X 
Punkte gemein, welche nicht auf L fallen. Ihnen ent- 
sprechen die auf l' gelegenen Schnittpunkte mit der ent- 
sprechenden Fläche f in Z' . Da ferner eine Erzeugende 
von M die Fläche / in m — 3X nicht auf L gelegenen 
Punkten trifft, so ist der entsprechende Punkt von A' ein 
{m — 3 Jl)-facher Punkt von f . Also entspricht der Fläche f 
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eine Fläche f von der Ordnang 3)M — 8A, welche A' zur 
(»t — 3 l)-£aelien Kurve hat. 

Gehen wir aus von irgend einer ßaumkurve ft-ter Ord- 
nung in 2, welche i in « Punkten trifft, so hat diese mit 
einer Fläche des Systems (13) 3 Ä — jü Punkte gemein; ferner 
trifft sie die F,-FIäche M in 8Ä — 3 x nicht auf L gelegenen 
Punkten. Daher eotspricht dieser Raumkurve in 2' eine 
Kurve von der Ordnung 3 Ä — « , welche M' in 8^ — 3;« 
Punkten begegnet. 

Der späteren Anwendung wegen betrachten wir noch 
zwei Beispiele. 

Es sei in 2 eine Sehne g der F,-Kurve L gegeben, 
welche L in den Punkten X und Y trifft. Von der ent- 
sprechenden Raumkurve dritter Ordnung sondern sich folg- 
lich die Erzeugenden x' und y' der F.-Fläche A' ab und 
es bleibt noch eine Gerade g' übrig. Nun trifft g die 
F.-Eläche M außer in X und Y noch in zwei Punkten P 
und Q, durch welche die Erzeugenden p und q von M 
gehen. Diesen Erzeugenden entsprechen in 2' die Punkte 
P' und Q' , als deren Verbindungslinie wir g' erhalten. 
g' kann dann aber A' nur in zwei Punkten X' , Y' treffen, 
die bzw. auf x' und y' liegen. Denn sonst könnte nicht 
umgekehrt dem g' wieder g entsprechen. Es gehen also die 
Sehnen von L wieder in die Sehnen von 31' über. 

Als zweites Beispiel wählen wir einen Kegelschnitt h'^ , 
weicher der F. -Kurve L in fünf Punkten Gr^ , G^, . . . , G^ 
begegnet. Einen solchen erhalten wir, indem wir irgend 
eine Ebene wählen, die sechs Schnittpunkte derselben mit 
L uns verschaffen und fünf derselben herausgreifen. Von 
der k^ entsprechenden Eaumkurve sechster Ordnung son- 
dern sich wieder die fünf Erzeugenden gi, gl, . . . , g^ der 
F.-Fläche A' ab, welche den Punkten G^, . . . , G^ ent- 
sprechen. Der übrig bleibende Teil besteht demnach in 
einer Geraden g' . Da der Kegelschnitt Ä^ der Fläche M 
ferner außer in den G( noch in einem Punkte X begegnet, 
durch den eine Erzeugende x dieser Fläche geht, so ent- 
hält g' den Punkt X' von M' , welcher x entspricht. Damit 
ferner auch umgekehrt der Geraden g' wieder der Kegel- 
Bchiiitt k^ zugeordnet ist, muJB g' die Erzeugenden gi , . . . , g^ 
treffen, womit wir auch die acht Schnittpunkte von g' mit 
A' bestimmt haben, Jedem Kegelschnitt, der L fünfmal 



y Google 



296 VIII. Kubische und höhere birationale Kaumtransformationen. 

begegnet, entspricht demnach eine die F. -Kurve M.' einfach 
schneidende Gerade, die weiter die fünf Geraden trifft, 
welche den fünf Schnittpunkten mit L zugeordnet sind. 

Ebenso zeigt man, daß ein Kegelschnitt, der die eine 
F.-Kurve viermal trifft, wieder in einen Kegelschnitt über- 
gefülirt wird, der die andere F.-Kurve viermal schneidet. 

Spezielle Fälle der Transformation. 

156. Die betrachtete Transformation kann mancherlei 
spezielle Formen annehmen, die eich dadurch ergeben, daß 
die F,-Kurven L und M' zerfallen, und zwar entweder für 
beide Räume in der gleichen Weise oder auch in verschie- 
dener Art. Beispielsweise ist es möglieh, daß L in eine 
Eaumkurve fünfter Ordnung vom Geschlechte zwei und in 
eine Sehne derselben zerfällt und das gleiche System ergibt 
sich im Räume Z' . Oder L zerMlt in eine Raumkurve 
fünfter Ordnung vom Geschlecbte eins und in eine dreifatdie 
Sehne derselben; in Z' besteht die F.-Kurve dann aber in 
einer Raumkurve vierter Ordnung vom Geschlechte eins und 
in einem Kegelschnitt, der diese Raumkurve dreimal sehneidet. 

Im speziellsten Falle besteht jede der beiden F.-Kurven 
aus sechs Geraden, welche je ein Tetraeder bilden. Wühlen 
wir diese als Koordinatentetraeder, so läßt sich die Trans- 
formation in der Form schreiben: 



(18) 
oder 






wo a, b, c, d Zahlenkoeffizienten sind. Umgekehrt folgt 
daraus 

(19) x^ 

Diese Gleichungen erinnern an die entsprechenden für die 
quadratische Transformation in der Ebene (vgl. 8. 5). Einer 
Ebene (10) entspricht die Fläche dritter Ordnung 

(20) «1 ax^Xsxi+ix^ixix^xi+cig exlxixi-\-oi4^dx^X2Xs=0 , 
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welche in den Ecken des Koordinatentetraeders Knoten- 
punkte besitzt. Ebenso entsprechen den Ebenen des 
Kaum es S' Fiäflben dritter Ordnung mit vier Knoten- 
punkten. 

Etwas eingehender möge eine andere spezielle derartige 
Transformation besprochen werden, die sich auch geo- 
metrisch sehr anschaulich erzeugen läßt (5). Wir nehmen 
im Räume X drei Gerade «^ , Og , % und m S' drei Ge- 
rade fcj, 6äj &3. Den Ebenenbüschel % beziehen wir pro- 
jektiv auf den Ebenenbüschel öf, ebenso den Büschel Oj 
auf Sj und % auf 63 . 

Wählen wir in X irgend einen Punkt P, so bestimmt 
er drei Ebenen (Pöi), (P^a), (-Pta); diesen entsprechen in 
den Ebencnbüseheln h{, b^, 63 drei andere Ebenen und diese 
schneiden sich im entsprechenden Punkte P'. Dadurch ist 
in einfachster Weise eine ein- eindeutige räumliche Punkt- 
vevwandtschaft bestimmt und wir können auch hier eine 
Analogie erblicken zur Erzeugung einer ebenen quadratischen 
Transformation durch zwei Paare projektiver Strahlenböschel 
(vgl. 1.). Lassen wir den Punkt P auf einer beliebigen 
Geraden fortrücken, so werden durch diese die Ebenen- 
büschel (Pol), (Pßa), (Pög) perspektiv aufeinander bezogen, 
also sind auch die Ebenenbüschel i^, b^, b^ projektiv und 
erzeugen in den Schnittpunkten je dreier entsprechender 
Ebenen eine Eaumkurve dritter Ordnung. Daraus folgt 
dann wieder, daß diese Transformation in beiderlei Sinne 
eine kubische ist 

Auch die Fundamentalgebilde ergeben sieh ohne wei- 
teres. Liegt z. B. P auf der Geraden a^ , so wird die 
Ebene {Pa^) unbestimmt, wahrend die Ebenen (Pog) imd 
(Pßg) in den projektiven Büscheln h^ imd bg je eine Ebene 
fesliegen, deren Schnittlinie also in diesem Falle dem Pimkte 
auf Ol entspricht. Für die verschiedenen Punkte von % 
erhält man als Erzeugnis der Büschel fe^ ^^^ ^3 ^^ KiCgel- 
schar, die wir kurz durch (6^63) bezeichnen. 

Ganz in analoger Art entsprechen den Geraden a^ and 
a^ gewisse Regelseharen (^(63} und {b^bQ. 

Weiter bestimmen die drei Geraden a, , a^, «3 eine 
Eegelschar, gebildet von all den Geraden x, welche a^, o^, Og 
gleichzeitig treffen. Jeder solchen Geraden x entspricht ein 
einziger Punkt, nämlich der Schnittpunkt X der drei F" 
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welche den Ebenen (xa,), («^(^), (a^öia) zugewieaeii sind. 
Beschreibt x die Regelschar, so rückt X. auf einer ßaum- 
kurve dritter Ordnung B' weiter. Diese bildet folglich in 
Verbindung mit 6(, i^i H ^^ F.- Kurve des Raumes .5"'. Die 
r.-Häche des gleichen Raumes bestellt in den vier Hyper- 
boloiden (bl &2) I (^i Ö3) ) m K) ^^^ ^^^ durch die drei Ge- 
raden 6J, &21 K bestimmten Hyperboloid. Die Fläche A' 
ist in vier Flächen zweiter Ordnung zerfallen. Analog ver- 
hält sich das F.-System in ^, 

157. Die analytische Formulierung dieser Transforma- 
tion liefert einige neue Gesichtspunkte. Sind die Ebenen- 
büsehel a^, a^ , % bzw. gegeben durch 

wo 

a^ = «j w^^ + «g Xj + «3 2^3 + a_i a^4 = uaw. , 
so können wir die daau projektiven Eiben enbüschel b[, h^, 63 
in der Form ansetzen: 

ai— ^6^ = 0, 4; — /(-ßi — 0, Ai — »'Bi — O. 
Dann werden die Gleichungen der Transformation 

(21) j Ay,Bi-B,j;A!„ = Ü 

[ Aj B^ - B, A^ = . 
Dies sind auch drei bilineare Gleichungen, aber von be- 
sonderer Art. Man kann sie als zweiteilig bezeichnen, in- 
sofern, als in jeder zwei Produkte vorkommen und der eine 
Faktor bloß Xi, der andere bloß die «,' enthält. Ordnet man 
die Gleichungen (21) nach den Xi oder x'i, so zeigt sieh, 
daß auch die Größen At, B/, Q oder A,', Bf, T/ in diesem 
Falle Determinanten zweiter Ordnung sind. 

Werfen wir hier, des Zusammenhanges wegen, einen 
Blick auf die allgemeine quadratische Transformation in der 
Ebene, so haben wir (12.) gesehen, daß dieselbe ganz all- 
gemein daigestellt werden kann durch zwei bilineare Glei- 
chungen in den Variabcln a;,- und a;/: 

(22) i:aiiXiXi == , Shi^x^xi =0. (i, 7c = 1 , 2 , 3) 
Eine solche bilineare Form im temären Gebiete ist nun, 

wie London (6) gezeigt hat, immer dann als eine zwei- 
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teilige zu schreiben, wenn die Determinante ) a^^ \ der Form 
den Wert Null bat. Denn ist 

(23) 2'ß,-i XiX'i = /; {x) - a;f + /a {x) ■ a^^ + /g [x) ■ xi , 

so muß, wenn |«;i|=0 ist, zwischen den fi eine lineare 
Relation bestehen: 

^1^1 + ^2/2 + ^3/^ = 0. 
Ersetzen wir /s, durch den aus dieser Gleichung sich er- 
gebenden Ausdruck, so nimmt die Gleichung (23) die Form an 
(Äg x{ — ^1 X3) /i + (J^x^~ /i^ ^3) /a = . 

Sie ist folglich in der Tat als eine zweiteilige gesehrieben. 
Trotzdem läßt sieh die allgemeine quadratische Trans- 
formation in der Ebene durch zwei zweiteilige Glei- 
chungen darstellen. 

Jede der Gleichungen (22) stellt nämlich, allein be- 
trachtet, eine reziproke Beziehung dar, d. h. ii^end einem 
Punkte entspricht eine bestimmte Gerade. Läßt man beide 
Gleichungen (22) bestehen, so wird jedem Punkte der 
Schnittpunkt der beiden entsprechenden Geraden zugewiesen, 
und alle diese Paare entsprechender Punkte bilden die qua- 
dratische Transformation. Bilden wir aber aus den Glei- 
chungen (22) das Büschel 

(24) 2ai„xM + XShuXiXl: = (^ ä: = 1 , 2, 3), 

so erfüllen alle Punktpaare der quadratischen Transformation 
auch diese Gleichung, Wir können dann aber ii^end zwei 
der durch (24) gegebenen Reziprozitäten zur Bestimmung 
der quadratischen Transformation benutzen. Die Determi- 
nante der Schar (24) liefert nun gleich Null gesetzt eine Glei- 
chung dritten Grades in X, Wählen wir also zwei reziproke 
Beziehungen aus, welche zwei Wm-zeln dieser Gleichung 
entsprechen, so wird die quadratische Transformation (22) 
durch zwei zweiteilige Gleichungen dargestellt. Eine solche 
zweiteilige Gleichung kann man aber auch als das Resultat 
der Elimination eines Parameters aus den Gleichungen 
zweier projektiven Strahlenbüschel auffassen. Es liefert 
demnach die obige Gleichung dritten Grades die drei F.- 
Punkte der quadratischen Transformation in jeder Ebene 
und die in ihnen gelegenen Strahlenbus chel. 
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Anders verhält es sich im quatemären Gebiet. Ver- 
schwindet die Determinante | a,* | einer bilinearea Form der 
vier homogenen Variabeln x^ und a^j (i = 1, 2, 3, 4), so 
gewinnen wir durch die obige Schlußweise nur das Resultat, 
daß sich diese Form als eine dreiteilige darstellen läßt, 
d. h. als eine dreigliedrige Summe von Produkten. Ist also 
jetzt eine kubische Verwandtschaft gegeben durch die Glei- 
chungen (5) und bilden wir das zweifach unendliche System 

(25) Sa^x^xi -]- XShi^XiXl + /lüCnXiXt = 

(i, Ä=l, 2, 3, 4), 

so gibt die Determinante dieser Form gleich Null gesetzt, 
eine Gleichung vierten Grades zwischen k und ft. Wahlen 
wir i und /j, so, daß diese Gleichung erfüllt ist, so erhalten 
wir aus (25) eine dreiteilige bilineare Form. Es läßt sich 
daher die allgemeine kubische Transformation (5) auch durch 
drei dreigliedrige bilineare Gleichungen darstellen. Damit 
aber eine bilineare Form als zweigliedrige darstellbar sei, 
genügt es nicht, daß ihre Determinante |a,i[ = ist, es 
müssen vielmehr alle Unterdeterminanten dritten Grades von 
I atii I verschwinden. Dies trifft für die letzte in 156. be- 
handelte Transformation zu. 

Die involutorische Beziehung. 

158- Die vorliegende kubische Punktverwandtschaft 
nimmt einen invol uteri sehen Charakter an, d. h. jedem Punkte 
des Haumes entspricht der gleiche, ob man ihn zu 2! oder 
£' rechnet, wenn die Koeffizienten den Bedingungen ge- 
nügen 

«.■ft = «*.■ , i>ik = hi , Cik = Cti . 

Denn für einen Punkt, dessen Koordinaten gleichzeitig mit 
Xi und Xi bezeichnet werden, ist dann j1, = A,-, B, = Bf, 
Öi = Fj und ^i^vtpi. Die Gleichungen (5) bann man 
ansehen als die Polarebenen eines Punktes x', bezüglich der 
drei Flächen zweiter Ordnung 

(26) 2!a,j,XiXi = , £bii,XiXt = 0, ScjtXiXi^ = 

{i, k = l, 2, 3, 4). 
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Zu jedem Punkte P erhalt man also den entsprechenden P' 
als den Schnittpunkt der drei Pokrebenen, oder P und P' 
sind konjugierte Punkte in bezug aui^ die drei Flächen (26). 
Diese Punkte haben die gleiche Eigenschaft dann aber be- 
kanntlich auch in bezug auf jede Fläche des Bündels oder 
Netzes 
(27) üaao'ia:,, + X^'baXiXji + jxScitXiXi: = 

und die ganze Verwandtschaft kann angesehen werden als 
die Gesamtheit der in bezug auf alle Flächen dieses Bün- 
dels konjugierten Punktpaare. Dieser spezielle Fall der 
kubischen Transformation wurde zuerst von Hesse (4), dann 
von Steiner (7), Cremona (8) und Geiser (9) studiert. 
Die beiden F.-Systeme vereinigen sich: die auftretende F.- 
Kurve sechster Ordnung ist identisch mit dem Orte der 
Spitzen der in dem Bündel vorhandenen Kegel zweiter Ord- 
nung. Ist S nämlich die Spitze eines solchen Kegels, und 
greift man diesen Kegel heraus, um durch ihn und zwei 
weitere Flächen von (27) das Bündel zu bestimmen, so 
wird die Polarebene von S in bezug auf den Kegel un- 
bestimmt insofern, als alle Tangentialebenen dieses Kegels 
als solche zu nehmen sind; die Polarebenen von jS in bezug 
auf die beiden anderen Flächen zweiter Ordnung liefern 
eine Schnitfgerade und diese entspricht also dem Punkte S. 
Nur die Punkte der Kegelspitzenkurve haben diese Eigen- 
schaft 

Gehen alle Flächen des Bündels durch die nämliche 
ßaumkurve dritter Ordnung, so wird diese, doppelt ge- 
rechnet, der Ort der Spitzen der im Bündel enthallenen 
Kegel. Je zwei entsprechende Punkte P, P' liefern eine 
Verbindungslinie, welche diese Raumkurve dritter Ordnung 
zweimal trifft, und P und P" liegen harmonisch in bezug 
auf diese Schnittpunkte. 

Lassen wir endlich in dem in 156- behandelten Falle 
die Geraden % , a^, % mit \, b^, 63 zusammenfallen und 
geben uns statt der projektiven Beziehung der Ebenen- 
böschel je eine involutorische, so wird die ganze Verwandt- 
schaft wieder eine involutorische. Jeder der involutorischea 
Ebencnbösehel enthält zwei Doppelebenen und man hat sich 
demnach das Fläehenbündel (27) durch diese drei Ebenen- 
paare bestimmt. 
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g ü2. Die AbWldung der Tläelie dritter Ordnung 
auf eine Ebene. 

Die siebenundzwanzig Geraden der allgemeinen f'^ . 

159. Vermöge der kubischen Abbildung wird die 
Fläcbe dritter Ordnung auf die Ebene abgebildet, der sie 
entspricht, und zwar Punkt für Punkt ein- eindeutig. Man 
kann also die Geometrie der Ebene auf die Fläche dritter 
(Ordnung übertragen und damit Eigenschaften dieser Flachen 
ermitteln. Wir wollen diese Abbildung nur dazu benutzen, 
die Frage zu beantworten: Wie viele Gerade liegen auf der 
allgemeinen Fläche dritter Ordnung? 

Zunächst ist noch daran zu erinnern, daß die Abbildung 
der Ebene auf die Flache dritter Ordnung singulare Ele- 
mente besitzt. Ist nämlich e' die Ebene, p die ent- 
sprechende Fläche dritter Ordnung, so sehneidet e' die 
F.-Kurve M' in sechs Punkten Ai, Ai, ..., A^. Wir 
dürfen annehmen, daß diese sechs Punkte im allgemeinen 
nicht auf einem Kegelschnitte und daß keine drei von ihnen 
auf einer Geraden gelegen sind. Würde nämlich einer dieser 
beiden apeziellen Fälle eintreten, so wäre die entsprechende 
f^ nicht allgemein; sie hätte einen Xnotenpunkt, worauf wir 
nicht weiter eingehen. Den Punkten A^ entsprechen jeden- 
falls sechs Erzeugende a^ der F.- Fläche M , Diese gehören 
(ier Fläche f^ an. Die sechs Punkte mögen die F.-Punkte 
der Ebene e' heißen. Außerdem schneidet e' die F,-Fläehe 
von .Z' in einer Kurve achter Ordnung, welche in den AJ 
dreifache Punkte hat. Das Bild dieser Schnittkurve auf 
der p ist die F.-Kurve L. 

Legen wir weiter darch ii^end fünf der F.-Punkte, z, B. 
durch die Punkte Ai, Ai, . . ., Ag, einen Kegelschnitt, so 
wird derselbe den Punkt A( nicht enthalten. Diesem Kegel- 
schnitt entspricht nun aber, da die fünf Geraden o^, a^, . . ., «5 
ausscheiden, noch eine Gerade, die wir mit \ bezeichnen 
wollen. Es hat sich schon früher gezeigt (vgl, 155.), daß 
diese Gerade b^ dann die fünf Geraden a^ , a^, % , «5 , a^ 
schneidet. Auf solche Art erhalten wir mithin sechs weitere 
Gerade h^ ... \ der p , Dabei entspricht natürlich S^ dem 
Kegelsclmitt, der durch die sechs F.-Punkte, A^ ausgenommen, 
hindurchgeht. 
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Verbinden wir endlicli irgend zwei der F.-Punkte, ?.. B. 
A'i und Ali, so entspricht dieser Geraden wieder eine Sehne 
dei' F.-Kurve h und die Geraden »f und «i treffen dieselbe 
(vgl. 155.). Nennen wir diese Gerade Cü, so finden wir ent- 
sprechend allen Kombinationen je zweier der F.-Pimkte noch 
fünfzehn derartige Gerade der p . Im ganzen haben wir bis 
jetzt sieb enund zwanzig Gerade gefunden: weitere können 
nicht auf der Fläche Hegen. Denn angenommen, die p enf^ 
hielte noch eine Gerade m , so müßte das Bild derselben 
doch der Ebene e' angehören. Bei allgemeiner Lage von m 
wäre dies eine Eaumkurve dritter Ordnung, welche nicht 
in e' liegen kann. Es muß also m die F.-Kurve L ein-, 
zwei- oder dreimal schneiden. Im ersten Falle zerfällt das 
entsprechende Gebilde in eine Gerade x' und einen Kegel- 
schnitt h^ . x' schneidet A' dreimal, kann also nicht in s' 
liegen, da bei beliebiger Annahme von c' keine drei der 
Schnittpunkte AI in einer Geraden angeordnet sein werden. 
Folglich müßte Ä^ in t,' gelegen sein und mit einem der 
Kegelschnitte durch fünf der Punlrte Ai zusammenfallen, 
d. h. m wäre identisch mit einer der Geraden i^ , 

Träfe m zweimal die Kurve h, so würde das entsprechende 
Gebilde wieder in einer Sehne von M' und zwei sie treffen- 
den Erzeugenden von A' (vgl. 155.) bestehen. Ijäge diese 
Sehne in e', so wäre m idenfisch mit einer der Geraden Cfj, 
m kann aber L auch nicht dreimal treffen, weil es in diesem 
Falle der Fläche M angehören, also mit einer der Geraden a^ 
zusammenfaHeujWÜrde. Damit ist unsere Behauptungerri'iesen. 

Endlich fragt es sich, ob die Fläche dritter Ordnung, 
welche sich als Büd einer Ebene in der kubischen Trans- 
formation (5) ergibt, die allgemeine ihrer Art ist. Da wir 
aber in der Transformation achtundvierzig Konstante zur 
Verfügung haben, die allgemeine Fläche dritter Ordnung 
weiter nur von neunzehn Konstanten abhängt, so können 
wir noch jede allgemeine Fläche dritter Ordnung als durch 
eine derartig Verwandtschaft entstanden auffassen. Die all- 
gemeine Fläche dritter Ordnung ohne Knotenpunkte enthält 
folglich siebenundzwanzäg Gerade. 

Die Doppelsechse der p. 
160. Um einen Überblick über die Lagenverhältnisse 
der Geraden einer p zu gewinnen, ist es nötig, zu ent- 
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scheiden, welche Geraden sich treffen und welche nicht. 
Das gelingt auf Grund der soeben behandelten Abbildung. 
Zunächst achneiden sich zwei Gerade der f^ sicher, wenn 
ihre Bilder in e' einen außerhalb der F.-Punkte Äl gelegenen 
Punkt gemein haben. Hält man dies zusammen mit den 
soeben (159.) gewonnenen Eeeultaten, so folgt: 

a) Zwei Gerade c,i und c;„j achneiden sich, wenn die 
Indizes i und h von l und m verschieden sind; 

b) eine Gerade fe^ sehneidet jede Gerade Cu, wo i be- 
liebig; 

c) eine Gerade Cjji schneidet a^ und a,; 

d) zwei Gerade td und 6,- sehneiden sich, wenn fc und i 
verschieden sind, 

Dagegen sehneiden sieh nicht: 

a) Die sechs Geraden d^; 

b) die sechs Geraden !}(•, 

e) eine Gerade ük und eine Gerade hj^; 

d) eine Gerade ai und eine Gerade ca, wo l von * 
und h verschieden; 

e) zwei Gerade cn, und Cjj, welche einen Index gemein 
haben. 

Es gelingt nun, die siebenundzwanzig Geraden auf ver- 
schiedene Art in Gruppen von je zwölf zu ordnen derart, daß 
jede solche Gruppe aus zweimal sechs Geraden besteht von der 
Eigenschaft, daß jede Gerade der einen Hälfte fünf und nur 
fünf der andern Hälfte trifft. SoJireibt man die sechs Geraden 
der einen Hälfte in eine Zeile, so kann man die andern 
sechs so darunter setzen, daß jede Gerade bloß diejenigen 
trifft, welche mit ihr weder in einer Horizontal-, noch in 
einer Vertikalreihe stehen. Sehläfli (10) hat eine solche 
Gruppe eine „Doppelseohs" genannt und die Haupteigen- 
schaften dieser Konfigurationen abgeleitet. Es bilden also 
eine Doppelscehs 

(^^ «3 «3 «4 «5 % 

'^''' \ b, h h h h- 

In der Tat sehneidet z. B. 64 bloß «1 , «g , »3 , «5 , «e . Man 
überzeugt sich aber leicht, daß auch die Anordnungen 
a, cu a-, c.„ c,(j c.» 

(29) "1 's J 56 16 i^ 

C,o Cr, c,, h. h L 
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und ebenso , 

(30) ,' " " " 

«g (»fi Cj9 C,3 Cj4 CjB 

je eine Doppelsechs gehen, Das Schema (28) laßt keine 
Abänderung zu. Dagegen können wir, wie leicht zu sehen, 
zwanzig Doppelaechse vom Typus (29) und fünfzehn vom 
Typus (30) bilden. Zusammen erhalten wir demnach sechs- 
unddreißig Doppelsechso, und andere gibt es nicht, Denn 
greifen wir vier Gerade ffl,- heraus, so können wir schon 
keine weitere zwei Gerade h oder Cj^ angeben, welche mit 
den ersten vier die eine Hälfte einer Doppelseehs bilden 
wurden. Gehen wir aber aus von zwei Geraden «,-, so 
ergibt sich in bezug auf die Auswahl von weiteren vier 
Geraden c^j die gleiche UnraögUchkeit. Mithin existieren 
tatsächlich nur sechsunddreißig Doppelsechse auf 
der allgemeinen f^. Weitere Resultate, z. B. daß jede 
Gerade der f^ von zehn andern Geraden geschnitten wird, 
daß die Geraden der f^ also fünf und vierzig Dreiecke bilden, 
daß eine Doppelsechs durch fünf Gerade einer Hälfte be- 
stimmt ist usw., können nun unschwer abgeleitet werden. 

Andere Herleitung der Abbildung der /^. 
161. Die soeben ermittelte Abbildung der f^ auf eine 
Ebene gestattet auch eine Untersuchung der auf dieser Fläche 
gelegenen Kurven. Ohne darauf näher einzugehen, wollen 
wir bloß die auf der f^ gelegenen Raumkurven dritter Ord- 
nung kurz erwähnen. Jeder Geraden der Ebene s' entspricht 
auf der /' eine Raiimkurve dritter Ordnung M^ , und da 
die Gerade mit jedem der Kegelschnitte durch fünf der 
F.-Punkte A! zwei Schnittpunkte gemein hat, so werden die 
sechs Geraden bi Sehnen der M^ sein. Betrachten wir da- 
gegen das System der Kurven fünfter Ordnung, welche die 
Funkte JJ zu Doppelpunkten haben, so entsprechen auch 
diesen Raumkurven dritter Ordnung auf der f^ , welche die 
üf zu Sehnen haben. Diese beiden Scharen von Raumkurven 
stehen also zu der Doppelsechs (28) in einer gewissen 
Beziehung, Überhaupt gehören zu jedem der sechsund- 
dreißig Doppelsechse zwei Scharen von Raumkurven dritter 
Ordnung auf der Z^, so daß man zweiundsiebzig Scharen 
solcher Raumkurven angehen kann. 

Doehlemaun, Georcietrisolie Transformationen. IL 20 
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Vermittels ii^end einer auf der f^ gelegenen ßaum- 
kurve R^ kana man dann die Abbildung der f^ aucb in 
folgender Weise ableiten. Man fübrt zunächst das Strahl- 
System der Sehnen der jR^ gjn^ Dies hat bekanntlich die 
Eigenschaft, daß durch jeden Punkt im Eaume noch ein 
Strahl desselben hindurchgeht. Es geht folglich auch durch 
jeden Punkt der p noch eine solche Sehne, und andererseits 
liefert jede Sehne der M^ oocli einen Schnittpunkt mit der f^ . 
Damit sind die Punkte der f^ auf die Sehnen der ü" bezogen. 

Nun kann man zwei verschiedene M^ege einschlagen: 
Wir fixieren fürs erste auf der Jt^ einen Punkt S und 
ordnen jeder Sehne der R^ die Ebene zu, welche die Sehne 
mit S verbindet. Dann ist dadurch das Sehne nsystem 
auf den Ebenenbündel S ein-eindeutig bezogen. Beziehen 
wir diesen Bündel endlich noch reziprok auf eine Ebene, 
so ist diese damit auf die f^ ein-eindeutig abgebildet. 

Oder wir bringen eine Ebene direkt zum Schnitt mit 
dem Strahlen System der Sehnen der B'^. Dann entg]iricht 
jedem Punkte der Ebene die durch, ihn gehende Sehne 
der iä* und weiter der dritte Schnittpunkt dieser Sehne mit 
der f^. Die so entstehende Abbildung ist wieder in beiderlei 
Sinn eindeutig, aber von höherer Ordnung als die hier be- 
handelte. Sie läßt sich auf diese durch eine quadratische 
Transformation der Ebene reduzieren. Überhaupt kann 
man durch quadratische Transformationen die vereohiedenen 
Abbildungen einer f^ in einer Ebene ineinander überführen, wie 
Diekmann (11) näher untersucht hat. Hier findet man auch 
die Abbildung der Flächen dritter Ordnung mit einem Knoten- 
punkte oder weiteren Singularitäten. Endlich können wir statt 
der li^ auch zwei GJerade der f^ wählen und zur Abbildung das 
Strahlensystem erster Ordnung benutzen, das sie bestimmen. 

Graßmann hat die p als Erzeugnis dreier kollinearer 
Ebenenbündel definiert. In der Tat sind 

J^=.0, B(=0, C^ = (^ = l,2,3) 

lineare Ausdrücke in den Koordinaten x,-, so werden die 
drei Ebeneiibündel 

(31) xA^ + ?.B^ + vC, = 
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kollinear aufeinander bezogen, wenn wir solche Ebenen ein- 
aodev zuweisen, welche gleichen Werten x, l, ja entsprechen. 
Der Ort der SchnittpnnKte entsprechender Ebenen ist aber 
dann die Fläche dritter Ordnung 

A A c'i 

(32) Ä^ B, C^ 

Äs Bs C3 
Dadurch ist nun direkt eine Abbildung dieser f^ 
Denn jedem Wertaystem x, X, p, entspriclit ein Punkt der 
/* und umgeltehrt. Wir haben nur noch nötig, die 
x,X,ii als Koordinaten eines Punktes in einer Ebene 
zu deuten. Diese Ebene ist wieder eindeutig auf die /' 
abgebildet und zwar, wie man zeigen kann, ganz in der 
gleichen Weise wie durch unsere Eaumtransformation. Auf 
diesem Wege hat Clebsch (12) in einer grundlegenden Arbeit 
die Abbildung der f^ auf die Ebene zuerst durchgeführt. 
Lost man die Gleichungen (31) nach den Xi auf, so erhält 
man die Koordinaten eines Flächen punktes als rationale 
Funktionen der Parameter k , X, /i. Dies ei^bt sich auch 
aus unsem Formeln. Denn ist (12) die Gleichung der 
Ebene, von der wir ausgehen, so entspricht ihr die Fläche 
dritter Ordnung (13). Dann geben aber die Gleichungen (8) 
diese Fläche in Parameterform, wobei zwischen den Xi eben 
noch die Beziehung (12) besteht. Benutzt mau diese, um 
etwa xl durch x{, x^, x^ auszudrücken, so erhalten wir die 
Fläche durch die drei homogenen, unabhängigen Parameter 

^ij ^1 ^s dargestellt. Setzen wir -^ = m, -?- = v, so 

können wir die Cartesischen Koordinaten x, y , .? eines 
Flächenpimktes auch in der folgenden Weise darstellen: 

(33) x=y^p-%, .^-^^4^4, .=^-^44, 

wo die ipi rationale, ganze Funktionen dritten Graden von u 
uüd V. 
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§ 33. Allgemeine Theorie der biratioualeii Ka«m- 
tran^formati onen. 

Omaloidale Systeme. 

162. Wir wenden uns jetat der allgemeinen Aufgabe 
zu, unter Anwendung algebraischer Operationen zwei räum- 
liche Systeme J! und ^' so aufeinander zu beziehen, daß im 
allgemeinen jedem Punkte des einen Raumes ein und nur 
ein Punkt des andern entspricht. Dieses Problem ist ana- 
lytisch von Noether (1, 2, 9), in mehr geometrischer AVeise 
von Cremona [vor allem in (6)], sowie auch von Cayley 
[(2) auf S. 308] behandelt worden. 
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Irgend ein Punkt P mit den Koordinaten «, im System S 
habe zum entsprechenden einen Punkt P', dessen Koordi- 
naten gegeben sind durch 

i Qxi^q>i{Xy, x^, x^, x^ (*'= 1,2,3,4) oder 

\ xi: xi : xii xi=- <pi: <Pi : (pf^ : (p^ . 
Dabei sind die <pi ganze, homogene Funktionen w-ten Grades 
in den Xi, -welche keinen Faktor gemein haben. Soll auch 
umgekehrt jedem Punkte P' ein Punkt P entsprechen, so 
muß es möglieh sein, diese Gleichungen (1) nach den Xi auf- 
zulösen, so daß man erhält 

ioXi=y>i(xi,x'^,x^,x^ (i = l,2,3,4) oder 

Xx^-.'X^-.Xa-.Xi — ■tpi-.ip^: 1^3 iipi, 
wobei die Funktionen ^,- ganz, homogen und vom w-ten Grade 
in den Variabein Xi. Die Bedingung für die Möglichkeit 
dieser Umkehrung der Beziehungen (1) ist zunächst die, daß 
die Funktionen ipi = linear voneinander unabhängig sein 



Dem dreifach unendlichen System der Ebenen des 
Kaum es ^ 

(3) «1 x^ + A3 a^j 4- «s 3^3 + «4 3^4 = 
ist dann das lineare Flächensystem 

(4) fXi ipi 4- «s Va + «3 Vb + «i V4 ^ 
zugewiesen, und ebenso eutspricht den Ebenen 

(5) ßixi + ß'^xi + ßixi + ßixi 
das lineare System 

(6) ßitp-^ + lö^-Pa + ß-i(pz + ft>4 = . 

Da nun aber drei Ebenen sieh nur in einem Punkte be- 
gegnen, so muß jedes der Flächensysteme (4) und (6) die 
Eigenschaft haben, daß ii'gend drei Flächen desselben nur 
noch einen beweglichen Schnittpunkt liefern, Sie müssen 
also außerdem feste Schnittpunkte und Schnittkurven in 
einer entsprechenden Anzahl und Vielfachheit gemein haben. 
Es ist wieder gestattet, anzunehmen, daß nicht jede Fläche (4) 
oder (6) außerhalb der festen vielfachen Punkte etwa noch 
einen r-faehen Punkt besitzt Denn man zeigt ganz wie 
in 70., daß unter dieser Voraussetzung der Ort der r-fachen 
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Punkte r-ma\ gerechnet ein Bestandteil jeder Fläche des 
Systems (4) oder (6) wäre. 

Genügt ein System von Flächen den zwei Bedingungen, 
daß es 

a) linear und dreifach unendlich ist, 

b) daß irgend drei seiner Flächen sich noch in einem 
Punkte schneiden, der nicht allen Flachen gemein- 
sam ist, 

so nennt Cremona das Syatero ein homaloidales. Die durch 
(4) und (6) gegebenen Flächengebüsche sind also homaloidal. 
Halten wir in einem solchen System eine Fläche fest und 
lassen die andern sich andern, so wird die festgehaltene Fläche 
auf die ihr entsprechende Ebene Punkt für Punkt eindeutig um- 
kehrbar abgebildet. Eine Fläche, welche sich in dieser Weise 
auf die Ebene abbilden laßt und deren Punkte folglich durch 
zwei Parameter rational dargestellt werden können, bezeichnet 
Cremona als ein „Homaloid". Sie stellt das Analogon zu 
den rationalen oder unikursalen Kurven dar, und Cayley 
nannte sie direkt unikursal. Die Flächen eines homaloidalen 
Systems sind mithin Homaloide. 

Wenn im übrigen die Flächen eines linearen Systems 
die Eigenschaft haben, daß sich je drei in einem beweg- 
lichen Punkte schneiden, so gibt dies nach Guecia (12) 
bereits die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die Flächen des Systems Homaloide sind und je durch 
drei Punkte bestimmt werden. 

Es ist nun auch leicht, die Bilder der Geraden des 
einen Raumes im andern zu bestimmen. Denn ist l etwa 
die Schnittlinie zweier Ebenen von 2, so entsprechen diesen 
in JE' zwei Flächen ip des Systems (4), und der Geraden 
ist also die Schnittkurve dieser Flächen zuzuweisen. Da 
nun aber einer Ebene von ^' in 21 eine Fläche (p des 
Systems (6) entspricht, welche mit g n Schnittpunkte ge- 
mein hat, so ist die der Geraden entsprechende Kurve von 
der Ordnung n; wir wollen sie als i-" bezeichnen. Sie ist 
rational wegen der eindeutigen Beziehung auf die Gerade. 
Ganz ebenso entsprechen den Geraden von ^' Eaumknrven 
m-tei Ordnung G"" in Z. Es mag auch nochmals darauf 
aufmerksam gemacht werden, daß für die Raumtrans- 
formationeu die Zahlen >» und » im allgemeinen ver- 
schieden sind. Da eine Gerade weiter mit einer Ebene 
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nur einen Schnittpunkt liefert, so folgt, daß die £" mit den 
Flächen ij> und die 0™ mit den Flächen q) nur je einen 
beweglichen Schnittpunkt haben können, daß alao iu jedem 
Falle mn — 1 unveränderlich, d. h. auf den festen Ele- 
menten des betreffenden Fläohensystema gelegen sein müssen. 
Es folgt demnach: 

Den Geraden in Z bzw. S' entsprechen rationale 
Eaumkurven i" bzw. G™ von der Ordnung n bzw. m, 
welche je mn~l feste Schnittpunkte mit dem un- 
gehörigen Flächen System gemein haben. 

Die F.-Punkte. 

163. Als feste Elemente, welche die Flächensysteme (4) 
bzw. (6) gemein haben, sind zunächst Punkte möglich. 
I^ehmen wir z. B. an, die vier Flächen tpi und folglich 
auch die sämtlichen Flächen von (6) hätten einen Punkt F, 
mit den Koordinaten Xi zum f-fachen Punkt. Um das diesem 
Pnnkte entsprechende Gebilde in 2" zu ermitteln, betrachten 
wir einen dem Punkte Fy unendlich benachbarten Punkt 
und suchen zu ihm den entsprechenden. Wir könnten dann 
ebenso wie in 69. verfahren. Eine andere Methode ist die 
folgende: Bezeichnen wir die Koordinaten eines dem Punkte F^ 
unendlich benachbarten mit x^-\- e$^, Xg -(- e 1^ , % + « fä > 
wobei wir x^ konstant halten, während s eine unendlich kleine 
Größe bedeutet, die gegen Null konveigiert. Führen wir 
diese Werte in die Funktionen 77,- ein und entwickeln (1) 
nach steigenden Potenzen von e, so erhalten wir 

"> ---{lff.+£«.+IS4' «•^-'.^.'■*) 

wo die Potenz wieder symbolisch als DifFerentiationsprozeß 
zu nehmen ist. Dies ist eine Fläche r-ter Ordnung <?„, 
welche durch die homogenen Parameter 1^ , f^ , fg dargestellt 
ist. Sie entspricht der Gesamtheit der zu J^^ unendlich be- 
nachbarten Punkte, die wir uns ja auch auf einer kleinen 
Fläche liegend vorstellen können. Fy nennen wir einen 
Fundamental -Punkt, (p, eine Fundamental -Fläche. 
Irgend eine Ebene e in ü' schneidet aus der ^^ eine 
Kurve v-ter Ordnung aus, und den Punkten dieser Sehnitt- 
kurve entsprechen die zu F.y benachbarten Punkte, welche 
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die e eiitsprecliende Fläche tp^ besitzt. In der Tat ist ja F^ 
ein v-facher Punkt für diese Fläcbe. Eine beliebige Gerade 
trifft ebenfalls in v Punkten die 0,, woraus folgt, daß die 
ihr entsprechende Raumkurve r-mal durch -f» geht. Einer 
Ebene durch F^ entspricht in 2' noch eine Fläche von der 
Ordnung m — v , und alle diese Flächen bilden ein Bündel. 
Indem wir es unterlassen, auf die sämtlichen Möglichkeiten 
I bemerken wir zusammenfassend: 



Einem v-fachen Knotenpunkte F^ des Flächen- 
systems (6), also einem E.-Punkte v-ter Ordnung 
von 2 entspricht in Z' eine Flache >'-ter Ordnung, 
welche rational durch zwei Parameter darstellbar ist. 
Die den Geraden von .5" entsprechenden Kaum- 
kurven G"" gehen v-iach durch F, hindurch. 
Es ist nicht unbedingt notwendig, daß einzelne F.- 
Puokte bei einer Baumtransformation auftreten; viehoehi 
können sie auch sämtlich auf F,-Kurven angeordnet sein. 
Diese letzteren aber müssen stets vorhanden sein, wie wir 
jetzt zeigen wollen. 

Die F.-Kurven, 
164. Greifen wir eine Ebene e m 2! heraus, welcher 
eine Fläche m-ter Ordnung yis in Z' entspricht. Den 
Schnitten von rp^ mit den co^ Ebenen von H' entsprechen 
in s die Schnittkurven mit den Flächen <p, also oo' Kurven 
w-ter Ordnung. Irgend zwei Ebenen von 2' schneiden sich 
in einer Geraden, welche der Fläche i/'t in m Punkten be- 
gegnet, folglich haben ii^end zwei Kurven dieses Kurveii- 
systems in e »i bewegliche Schnittpunkte gemein. Da sie 
sich aber in «^ Punkten schneiden, so müssen sie sämt- 
lich durch gewisse vielfache feste Punkte hindurchgehen. 
Nehmen wir an, es seien «; i-fache Punkte vorhanden, so 
muß die Beziehung gelten 

wo die Summe über alle feste Punkte des Kurvensystems 
auszudehnen ist. Ist Fi einer dieser i-fachen Punkte und 
ziehen wir durch ihn in e eine beliebige Gerade I, so hat 
diese mit den Kurven des Systems nur noch n — i beweg- 
liche Schnittpunkte. Die Raumkurve Z."~', welche l ent- 
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spricht, liefert uns aiso mit irgend einer Ebene von S' nur 
(w — -i) Schnittpunkte, d. h, sie ist bloß von der Ordnung 
n — i. Folglich muß dem Punkte Fi eine gewisse feste 
Kurve i-ter Ordnung fi entsprechen, durch welche das der 
Geraden l zugehörige Gebilde wieder auf den Grad « er- 
gänzt wird. Iß'* muß mit fi einen Punkt gemein haben. 
Denn durchlaufen wir l, so wird dem zu Fi unendlich be- 
nachbarten Punkte X ein Punkt X' entsprechen, der auf 
X"-' und fi liegt. Beschreibt 1 den Büschel Fi in der 
Ebene e, so erhalten wir auf den zugehörigen Kurven ij"-' 
die einzelnen Punkte von f. 

Lassen wir nun aber weiter die Ebene e variieren. In 
jeder Lage wird sie a^ *-fache Punkte des Kurvensystems 
enthalten. Demnach muß im Räume S. eine Eaumkurve 
«(-ter Ordnung F"' existieren, welche für alle Flächen tp 
eine oc,-fache Kurve ist, und jedem Punlfte von F"' ent- 
spricht eine F.-Kurve f. Aüe diese fi erfüllen zusammen 
eine F.-FJäche in Z', welche als Ganzes der V* entspricht. 
Damit ist plausibel gemacht, wie das Entsprechen der F.- 
G«bilde vor sich gehen wird. Alle Fälle sollen nicht be- 
sprochen werden. Es kann z. B. auch vorkommen, daß zwei 
, F.-Kurven, die eine in J,, die andere in X', vorhanden sind 
und daß jedem Punkte der einen F. -Kurve stets die andere 
F.-Kurve entspricht. 

In jedem der beiden Räume, z. B. in 21 , werden wir 
also allgemein F.-Punkte und F.-Kurven haben, die singulär 
sind, d. h. in denen das eindeutige Entsprechen eine Unter- 
brechung erleidet, und außerdem F.-Flachen imd F.-Kurven, 
die den singuläien Elementen von .2" entsprechen. Die Ge- 
samtheit dieser Elemente bezeichnen wir als das Funda- 
mental-System des betreffenden Raumes. 



Analytische Darstellung. 

165. Bei der analytischen Entwicklung der F.-Gebilde 
betrachtet Noether (1) nicht das F.-Element und das ihm 
entsprechende Gebilde für sich allein, sondern es wird eine 
Fläche untersucht und die ihr entsprechende, vorausgesetzt, 
daß die erste durch das F.-Gebilde in bestimmter Weise 
hindurchgeht. 
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Es sei also X( ein Punkt, für welchen die Funktionen (p^ 
einfach veraehwiiiden ; wir betrachten einen ihm benachbarten 
Punkt ic^ + e Ij , «g -|- £ la , iCg + e fg und erhalten dann wieder 
durch Entwicklung nach Potenzen von k und Unterdrücknug 
der höheren Glieder 

Ist jetzt die Gleichung einer Fläche gegeben 
f{Xi , Xj, X3, Xi) = , 

so wird dieselbe durch die Substitution (2) übergehen in 
die Form 

M- f{x[ , x'2, , x'i , 374') = . 

Dabei stellt der irrediizible Faktor f'—O die entsprechende 
Fläche vor, während M ein fremder Faktor ist, der sich 
absondert. Dies ist notwendig, damit man aus den Glei- 
chungen (2) die Xi als rationale Funktionen der Xt dar- 
stellen kann. 

Nehmen wir nuQ zunächst an, die Fläche f gehe einfach 
durch den betrachteten singulärcn Punkt; dann hat man für 
die fi , Ig , fs auch noch die Beziehung 

Benutzt man (9), um I3 durch ^^ und i^ auszudrücken, und 
bildet aus (8) die Quotienten x[jx'i, x^/x^, x^lx'i, so er- 
geben sich diese als lineare, homogene Funktionen der 
beiden Parameter f^ und f 3 . Man erMlt also eine Gerade 
auf der entsprechenden Fläche f. 

Verschwinden im allgemeinen Falle die <pi v-fach in 
dem betrachteten Punkte, so erhalten wir durch die Taylor- 
ache Entwicklung die vier Gleichungen (7). Geht wieder 
die Fläche / = einfach durch den Punkt, so können wir 
wie oben aus (9) die eine Größe, etwa fg , entnehmen und in 
die Gleichungen (7) einführen. Es ergeben sieh daher die 
Koordinaten des entsprechenden Punktes als rationale, homo- 
gene Funktionen r-ten Grades zweier homogener Parameter, 
so daß daraus folgt: 
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Verschwinden die Funktionen <pi in einem Punkte 
»»-fach und geht eine Fläche f einfach durch diesen 
Punkt hindurch, so entspricht ihm auf der fcrana- 
formierten Fläche f eine rationale Kurve ii-ter 
Ordnung. 
Hat endlieh die Fläche / = in dem Punkte Xi selbst 
einen i-fachen Knoten, so beginnt die Entwicklung der 
; mit der symbolischen Potenz 



(10) 



{f-- 



f. + 



= 0. 



Der dem Punkte entsprechende Ort auf f ist die Kurve, 
die sich aus den Gleichungen (7) in Verbindung mit (10) 
ergibt. Verschwinden die tpi bloß einfach, während /' einen 
i-fachen Knoten besitzt, so hat man die Gleichungen (8) 
mit (10) zu verbinden, um die entsprechende Kurve zu be- 
kommen. 

In betreff der weiteren Fälle müssen wir auf die Ab- 
handlungen von Noether (1, 9) verweisen. 

Die Jacobiache Fiäche. 
166. Ist ein dreifach unendliches, lineares System von 
Flächen ganz allgemein gegeben durch eine Gleichung [4), 
so gibt es noch co'^ Flächen in dem System, welche einen 
Doppclpunkt besitzen. Für einen solchen müssen die vier 
Ableitungen der Fläehengleichung verschwinden. Bildet 
man diese für das System (4), so erhält man durch Eli- 
mination der Großen a, den Ort aller dieser Doppelpimkte, 
also die Fläche 









"5^ 






Sy,, 
Sx, 








Sx, 
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8», 



&x^ dx^ 
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Diese Fläche heißt die Jacobische Fläche des Gebüsches (4), 
iin<3 sie ist von der Ordnung 4(»m— 1). Sie hat die 
weitere Eigenschaft, der Ort aller Punkte zu sein, in denen 
eich zwei Flächeii von (4) berühren. Denn nehmen -wir an, 
es berühren sich zwei Flächen des Gebüsches in einem 
Punkte, 80 müssen die für diesen Punkt gebildeten Ab- 
leitungen für beide Flächen die gleichen "Werte haben; 
daraus folgt aber sofort wieder die Gleichung (11). 

Kehren wir nun zurück zu der in 164. durchgeführten Be- 
trachtung. Der Geraden l entsprach eine Eaumkurve, welche 
in die bewegliche X"-'" und in die'feste F,-Kurve fi zerfiel, und 
beide hatten einen Punkt X' gemein. Betrachten wir l als 
Schnittlinie irgend zweier Ebenen, so müssen folglich die 
beiden ihnen entsprechenden Flächen yi durch L"-* und /? 
gehen, d. h. sie müssen sich in dem Punkte X' berühren. 
Also muß die ganze F.-Kurve ft und in gleicher Weise die 
F.-Fläehe, welche sie beschreibt, nach dem obigen Satze der 
Jacobischen Fläche des Systems (4) angehören. 

Wenn sich andererseits irgend zwei Flächen yi in einem 
Punkte berühren, so hat ihre Schnittkurve in ihm einen 
Doppelpunkt, daher muß die Kurve L" einen weiteren Doppel- 
punkt haben. Die L" waren aber rationale Kurven und 
müssen folglieh zerfallen, wenn sie noch einen Doppelpunkt 
erhalten. Dann muß aber der eine Teil eine F.-Kurve sein. 

Ferner zerfielen die Flächen yi , wenn die entsprechende 
Ebene durch einen F. -Punkt von 2 ging. Beispielsweise 
entsprach einer Ebene a durch den F.-Punkt F^ eine 
Fläche von der Ordnung m — v und außerdem die F.- 
Fläehe ^^ (vgl. 163.), Beide Flächen haben eine Kurve 
gemein, welche den zu Fy unendlich benachbarten Punkten 
der Ebene ix entspricht. Diese Kurve ist also eine Doppel- 
kurve für das System «j-ter Ordnung, welches der Ebene a 
zuzuweisen ist, mithin gehört <5» der Jacobischen Fläche 
der ij! an. So gelangen wir zu dem Satze: 

Die Jacobische Fläche besteht in jedem der 
beiden Eäume aus der Gesamtheit der F,-Flächen, 
welche den singulären Elementen des andern Raumes 
zugewiesen sind, und sie geht durch alle F, -Punkte 
und F.-Kurven des betreffenden Raumes. 

Natürlich können die einzelnen F.-Flächen, mehrfach 
gerechnet;, als Bestandteile der Jacobischen Fläche auftreten. 
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Die Ausrechnung der Determinante (11), in bezog auf welche 
auch au£ eine Arbeit (17) des Verfassers verwiesen sei, liefert 
das Verhalten der Jacobischen Fläche in F.-Punkten und 
f ür F.-Kurven. Man findet, wie ohne Beweis angeführt werde: 
In eineni F.-Punkte t-ter Ordnung hat die Jaeobi- 

sche Fläche selbst einen (4i — 2)-fachen Punkt; 

eine «-fache F.-Kurve des Flächensystems hat sie 

selbst zur (4) — l)-fachen Kurve. 
Irgend einer Ebene e in 2 wird eine Fläche j/Jj in 2' 
entsprechen und andererseits einer Ebene 5' in 2' eine 
Fläche <pi in 2; der Schnittkiirve m-ter Ordnung von e 
imd (fs ist demnach Punkt für Punkt eindeutig zugeordnet 
die Schnittkurve m~ter Ordnung von d' und rp^ . Folglich 
sind diese beiden Kurven von gleichem Gesehleuhte p . 
Da weiter die vielfachen Punkte der Flächensysteme (4) 
und (6) in die F.-5'unkte der Transformation fallen, so muß 
diese Zahl p für irgend zwei derartige, entsprechende ebene 
Schnitte die gleiche sein, Loria (15) hat sie als das Ge- 
schlecht der betrefFenden Raumtransformation bezeichnet 
und die Transformationen darnach in Familien eingeteilt. Die 
quadratische Transformation {§ 20) beispielsweise ist vom 
Gesehlechte jj = , die kubische Verwandtschaft des § 31 
vom Geschlechte p = 1- 

Ein Beispiel. 

167. Wir bringen endlich noch ein Beispiel, das eine 
ganze Reihe unserer früheren Betrachtungen abschließt. Es 
ist eine Punkttransformation, die sich für jedes n durch- 
führen läßt und bei der die beiden F.-Systeme die gleichen 
sind, so daß m^n. Noetber [(3) 8. 308j führt es bereits 
an, und de Paolis (10) hat es ausführlich bebandelt. 

Jeder der beiden Räume enthält einen F. -Punkt (w— l)-ter 
Ordnung, S in ^ und 2" in 2''. Diesen entsprechen je Flächen 
von der Ordnung n — 1, $ bzw. !?, welche diese Punkte 
zu (n — 2)-fachen Knoten haben. Außerdem enthält jeder 
der beiden Bäume eine F.-Kurve / bzw. f von der Ordnung 
n(n — 1) , welche (n — l)(n— 2)-mal durch die bezeichneten 
F.-Punkte geht. Den Ebenen jedes Raumes entsprechen 
Flächen w-ter Ordnung, welche in dem betreffenden F.-Punkte 
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einen {n — l)-faclien Knoten haben, also sog. „Monoide", 
und die durch die F.-Kurve hindurchgehen. 

Die EbeneDbflude] S und 2" sind kollinear aufeinander 
bezogen. Einer Geraden g entspricht eine ebene Kurve 
w-ter Ordnung mit (n — l)-£achem Punkte im F.-Punkte des 
andern Systems, welche in der Ebene liegt, die der durch g 
gellenden Ebene des ersten Bündels im zweiten Bündel en^ 
spricht. 

Auch die Strahienbündel iS und 2" smd kollinear auf- 
einander bezogen, und in dieser Kollineation entsprechen 
sieh die beiden Kegel von der Ordnung 2(w — 1), welche 
je die F.-Kurve aus dem F.-Punkte projizieren. Irgend 
einem Punkte X der F.-Kurve in 2 entspricht jener Strahl, 
welcher in der genannten Kollineation der Bündel dem 
Strahle SX zugewiesen ist. 

Die Gleichungen dieser Verwandtschaft werden 

QXj^ ^ 'l ^('') , ßX^ ==X^ ^{x') , 3^ = x^^{x') 
ex^= (p{x') , 
wobei 

q>{x') = ?;„(a:') — xi • (Ph.i{x') . 

Dabei ist .4 = 0, a^' = 0, x^ = der P.-Punkt, Ö>(a:'J die 
F,-FIäche (n — l)-ter Ordnung. Die ümkehrung dieser 
Formeln liefert ganz die gleichen Beziehungen: 

axi — x^ W{x) , 0X2=^ x^ W{x) , axs = x^ W{x) 

oxi = ip(x) , 
während jetut 

S'W-y.^iW + aij ■¥-.-.(«) 
yj(x) == cp„{x) — x^ ■ i/)«_i(a;) . 

Für M = 2 erhält man die früher (§ 20) behandelten quadra- 
tischen Systeme; » = 3 liefert eine in beiderlei Sinn kubische 
Verwandtschaft, welche aber von der in § 31 behandelten 
im allgemeinen verschieden ist. 

Die Bündelmittelpunkte S und 2" können auch zu- 
sammenfallen, und weiter kann jeder Strahl des Bündels S 
mit seinem entsprechenden sich decken. Dann liegen je zwei 
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entsprecliende Punkte stets auf einem Stralile durch S, und 
wir haben wieder Perspektive Systeme erhalten. 

Endlich ist auch der Fall der involutorischen Lage 
denkbar. Auf jedem Strahle durch S bildet sich nun eine 
PunktiDvolution aus, dereu Doppelpunkte der Punkt S nnd 
der weitere Schnittpunkt mit der F.-Fläehe (n — l)-ter Ord- 
nung sind. Wir beschränken uns auf diese einzige Be- 
merkung über involutorische Punkt Verwandtschaften im 
Räume. Dieselben sind von Martinetti (13) imd Mon- 
tesano (14) studiert worden. 

Die Bestimmung homaloidaler Systeme. 

168. Ist eine ein- eindeutige Punkttransformation im 
Eaume bestimmt, so entsprechen den Ebenen in einem 
Räume Flächen gewisser Ordnung und Art im andei'n 
Räume, und diese Flächen sind dadurch ein-eindeutig auf 
eine Ebene abgebildet, wie wir am Beispiel der Flächen 
zweiter und dritter Ordnung gesehen haben. 

Liegt umgekehrt eine Fläche gegeben vor und ist sie 
auf eine Ebene abgebildet, so kann mau nach allen Raum- 
trausformationen fragen, bei denen den Ebenen des einen 
Raumes solche Flächen zugewiesen sind. Die Bestimmung 
aller dieser homaloiden Systeme läßt sich zurückführen airE 
die Ermittlung homaloidaler Kurvennetze, Der dazu nötigen 
Überlegung liegt folgender Gedanke zugrunde. Ist eine bi- 
rationale Punkt Verwandtschaft im Räume gegeben, so wird 
eine Ebene e auf eine Fläche ip^ abgebüdet. Irgend zwei 
Flächen y> haben gewisse feste und außerdem eine beweg- 
liche Kurve gemein. Die Schnittkurven von yi^ mit allen 
übrigen Flächen yj werden in e abgebildet eine feste Kurve 
geben und eine bewegliehe Kurve, welche einem Netz an- 
gehört. Kim denken wir uns die Ebene e nochmals durch 
^ne Orcmouasche Transformation auf eine andere Ebene a 
indeutig abgebildet. Dann geht das Kurvennetz in e in 
'n anderes über, und die Fläche y> ist auch auf die Ebene x 
indeutig abgebildet. Diese Fläche yi und ihre Abbildung 
in eine Ebene « nehmen wir nun als bekannt an. Um 
daraus eme birationale Raumtransformation abzuleiten, denken 
wir uns eine andere Fläche von der gleichen Art wie ip , also 
mit den nämlichen vielfachen Punkten und Kurven mit \p 
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zum Schnitt gebracht und bestimmen das Büd der Schnitt- 
kurve in oi . Dasselbe wird eine Kurve von bestimmter 
Ordnung sein, weiche durch die singulären Punlite in a in 
gewisser Weise hindurchgeht. Nun suchen wir diese Kurve 
2U zerlegen in einen festen Bestandteil F und in einen be- 
weglichen. Bildet der letztere ein homaloidales Netz (^) , 
HO ist damit eine Ranmtransfonnation festgelegt. Denn 
greifen wir drei Kurven dieses Netzes heraus, so entsprechen 
ihnen drei Schnittkurven auf tp, die wir also durch 

1/; + «3 v'a = , v' + «3 T/'s = , 1/1 + «4 v'4 = 

uns gegeben denken. Dann ist aber 

V + «a '/'2 + «;i Va + «4 V4 = 

das homaloidale System, dem wir im andern Räume die 
Ebenen zuweisen können. Dem festen Teile J*" in « ent- 
spricht auf )/) das F.-System der Piachen y; , den Kurven 
des Netzes N entsprechen auf y) Eaumkurven, welche in 
die Geraden des ersten Raumes sich abbilden; es gibt also 
die Ordnung dieser ßaumkurven den Grad der inversen 
Transformation. So viele Netze (N) man bestimmen kann, 
ebensovielen Raumtransformationen kann die Fläche y> an- 
gehören. Gewisse Ausnahmen können statthaben, d. h. nicht 
jede auf eine Ebene abgebildete Fläche kann dazu benutzt 
werden, um diese Beziehung zu einer Eaumtransformation 
zu erweitern [Loria (15)]. 

Als Beispiel betrachten wir die Raumverwaudtschaften, 
zu denen uns die Abbildung der Fläche zweiter Ordnung (p^ 
auf die Ebene führt. Bei dieser (vgl. § 20) waren in der 
Ebene zwei F.-Punkte i^^ und F^ vorhanden, denen je Ge- 
rade der Fläche (p^ entsprachen, welche sich in einem 
Punkte T' schneiden mögen. Der Schnitt der tp^ mit einer 
andern Fläche zweiter Ordnung ist eine Raumhurve vierter 
Ordnung; ihr Bild in a wird eine ebene Kurve vierter 
Ordnung, welche in Fi und F^ Doppelpunkte hat. Wir 
haben also eine solche Kurve in einen festen und einen 
beweglichen Teil zu zerlegen, so daß der bewegliehe Teil 
ein Netz bildet. 

a) Wir wählen als festen Teil die Verbivi dungsgerade F^ I^ 
und irgend einen durch die beiden Punkte gehenden Kegel- 
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sclmitt. Der bewegKche Teil ist dann eine Gerade, die nicht 
mehr durch Fj^ oder F^ geht; diese Greraden bilden ein Netz. 
Als F.-System erhalten wir auf (p^ einen Kegelschnitt h^ , 
der dem durch F^ , F^ beliebig angenommenen entspricht 
und den Punkt T'. Irgend zwei Flächen zweiter Ordnung 
durch Ä^ und 2" sehneiden sich dann aber noch in einem 
Kegelschnitte. Die inverse Transformation wird ebenfalls 
von der zweiten Ordnung, wir erhalten eine Eaumverwandt- 
schaft (2,2), nämlich die schon betrachteten quadratischen 
Systeme, 

b) Als festen BestandtteU wählen wir die Gerade F^ F^ 
und irgend einen Strahl durch F^ . Das Neta (iV) soll aus 
aUen Kegelschnitten bestehen, welche durch J\ und weiter 
durch zwei beliebig angenommene Punkte 0^ und 0^ gehen. 
Das feste F.-System auf <p^ besteht dann in drei Punkten 
und in einer Geraden. Die inverse Transformation wird 
von der dritten Ordnung, so daß wir eine Eaumtrans- 
formation (2,3) erhalten. Die Flächen >p m 2 sind Regel- 
flächen dritter Ordnung, welche eine Doppellinie und drei 
einfache Gerade gemein haben, 

c) Wir wählen als festen Teil die doppelt gerechnete 
Gerade F-^F^ und nehmen dazu als Netz [N) die Kegel- 
schnitte durch drei ii^endwie angenommene Punkte. Dann 
gehen alle Flächen zweiter Ordnung durch drei feste Punkte 
und berühren in T' die nämliche Ebene, Wir erhalten eine 
Transformation (2,4); die Flächen ip werden sog. Steinersche 
Flächen, welche drei feste durch einen Punkt gehende Linien 
als Doppelgerade haben. Weitere Fälle sind, wie man sich 
überzeugt, nicht möglich. 

Durch ähnliche Betrachtungen haben Loria (16) und 
Sturm (18) die birationalen Raumtransformationeu ermittelt, 
die sich aus der Abbildung der allgemeinen Fläche dritter 
Ordnung ergeben. Es sind im ganzen sieben Verwandtschaften, 
je eine vom Typus (3,3) und (3,4), zwei vom Typus (3,5) und 
drei vom Typus (3,6). 

Die Abbildung einer Fläche. 

169. Die Theorie der eindeut^n Punktverwandtschaften 
im Räume ist nicht so weit ausgebaut wie die der Trans- 
formationen in der Ebene. Zu dem schönen Satze, daß sich 

Doeilemann, GBometrische Transformationen, H, 21 
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jede Crem ona sehe Transformation durch eine Keihe quadra- 
tischer Transformationen ersetzen läßt, gibt es allem Anscheine 
nach keinen entsprechenden im Gaume. Am meisten An- 
wendung fanden die Baumtransformationen in der Theorie 
der Fläehenabbildung. Durch die vielen Eaumtransforma- 
tionen, welche man aufzustellen imstande war, und durch deren 
wiederholte Anwendung sieh weitere in unbegrenzter Zahl 
ableiten ließen, hatte man die Möglichkeit, zahlreiche Flächen 
mit den verschiedensten Singularitäten, mit Doppel- und 
Rückkehrkurven usf. auf die Ebene abzubilden und neue 
Flächen dadurch aufzufinden. 

Die auf die Ebene ein-eiudeutig abbildbaren Flächen, 
also die Homaloide, sind ja besonders einfacher Natur, Die 
Koordinaten ihrer Punkte lassen sich als rationale Funktionen 
zweier Parameter darstellen. Aber auch umgekehrt kann 
man sagen: Wenn eine Flache die Eigenschaft hat, daß die 
Koordinaten ihrer Punkte als rationale Funktionen zweier 
Parameter darstellbar sind, so ist sie ein Homaloid, d. h. es 
entspricht auch jedem Flächenpunkte nur ein Wertepaar der 
Parameter. Man kann daher die Homaloide, welche durch- 
aus den rationalen Kurven vom Geschlechte ^ = ent- 
sprechen, auch als rationale Flächen bezeichnen. Noetber (2) 
hat bewiesen, daß eine Fläche auf die Ebene abbildbar ist, 
wenn ein Flächenbüschel existiert, der aus der Fläche ein 
einfach unendliches System von rationalen Kurven aus- 
schneidet, und zwar so, daß jede Fläche des Büschels eine 
solche rationale Scbnittkurve liefert. In der Tat hängen 
ja dann die Punkte der Fläche von zwei Parametern ab: 
der eine legt die Fläche des Büschels fest, der zweite auf 
der dadurch ausgeschiedenen rationalen Kurve einen einzelnen 
Punkt der Fläche. 

Wenn zwei ebene Kurven ein- eindeutig aufeinander 
bezogen sind, so sind sie vom gleichen Geschlechte. An 
Stelle dieser einen Zahl treten für die Fläche zwei, welche 
Noether (1,9) als „Fiächengeschlecht" j) bzw. als „Kurven- 
geschlecht" Pi bezeichnet und durch die zu der Fläche f 
adjungierten Fläche q>f definiert hat. Ist n die Ordnung 
der Fläche, so sind diese adjungierten Flächen von der 
Ordnung n—i, und sie geben durch jede ^-faehe Kurve 
von f noch {i — l)-mal hindurch, während sie in einem 
J-fachen Knoten noch einen (h — 2)-fachen Punkt besitzen. 
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Die erstere Zahl p gibt nun die Anzahl der linear von- 
einander unabhängigen adjungierten Flächen q;/, die zweit« 
Zahl Pi bezieht sieb auf die Sehnittkurve einer Fläche f 
mit einer Fläche <p/. Sind zwei Flächen ein-eindeiitig auf- 
einander bezogen, so haben sie gleiches Flächen- und Kurven- 
geschlecht. Die rationalen Flächen haben das Flachen- und 
Kurvengeschlecht Null. 
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